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ا���Jرات �Aد را در��ب !+��c 2ن %��B �#�د" ام، �#�!� �/�ل ا�$ ���ب، ا��ا%�ت و  در . �aش و �)�J ا�&،(� دو ��ل و �
_@�ا`�ا�$ 
A�� $*!� ��ان �� رو �	رادو�از�#�� d	�8! را�� در�$ ا� �د 
%�#G! ���eرو*'��� �� ��ا4 از� �cن ��دا*�$ 2ن، �<�ن دادن � ه� و ارا�
!


$ %�د ا(	� �
����ر،��د
 !��B%� ا4 ��ا4 ، ارا�c ا(�ل»� �;�ا%�اد ا(	� ُ!«  ���� ��& %��ان ��^� �)� ��ض �
����ر،��ه��� در� 

$ ;�ح �� ا(� !��Bع ���� ��ا4 ��از4 � �� ه���� ���� و�
� 2ن ه7#Qا��" او �  
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 ه
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��ان %�/�4 و@�ت ��A �! _>R �� P8رد، در5
�4 �� !)'�م �% �� d	�8! 4�'�ر

��  .�Aد را �nه� !� �

�ا��ن و !�o� pIوه�ن وا3Z *�د ا!
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  .�� و �5!� �+�4 ر�3 2ن��رادو�
 را: ول �/� ا
  

  ��ر��78 ��رادو�
 را��

�ان ���+�� ا�?	
+�، در��ل ) ١٨٧٢ - ١٩٧٠(Bertrand  Russell  ����ا�� را��Bف و ر���+	
�١٩٠١
  �Aد را در  paradox  ��رادو�


�ت« !�G! pI#�%� ه� �<d ��د و 2ن را در ���بBا(�ل ر�� «The  principles  of  mathematicsداد �cارا  . 

�Jد !+>	�درا�$ ���ب را�� در ��! d�� � ه� �%�#G! 4��
�ت ��د و در�G�2 %�د را ��!:B�5 .  !:��� ر���� �� ����ا�$ � �#>R��Frege 

)١٩٢E- ١٨C٨ (Aد و ��ا4 ��ر�� �Q�@ه� ا �%�#G! �� ر ا%�اد را�� $
Qز!� �5دد �� ��ا4 او�� ���#Q2 ان�,I��د ا�$ ��ض را ���'� �5�& �� !
��
Wه� ه+& �� 2ن *�ط در!�رد*�ن (�ق !� �R ا4 از ه#�ن �%�#G! ،�
�J� ه�W
R "در ازا4 ه�*�;� �� *#� در��ر.  


�د @+�ب را !�WQWل ��د" ا�&�� 
 ا�$ ��رادو�
 ���o" ��ا4. را�� ا�$ ��رادو�
 را �� ���5 �<�ن داد و ���5 اn'�ر دا*& �� ا�$ ��رادو�

�د4 %	_ @+�ب را �� ���A ���B �5د�� $
��" ا4 ��د، ز��ا ���5 �	� ��م از���ب �Zا���&*��� W5ه� 
  .ا`�ا�$ ��رادو�

 �J+(� ��+Q م��� ����+'Q ان�,I�! �� P5�!از 
 `��& ��د �� ا�$  Lesniewski@�� ���5 ����8 را ��ا4 2ن ��اه_ ��A&، ا!� ا���� �
�
  .ود �� @�� �Aد ���5 ه_ �� ا�$ ا!� �� ��د" ��*����u در�& �
+& و 5#�ن !

�� �<d را��، و��د !G#�%� 4 �#�م !G#�%� ه� �� ) ١٨CE -١٩١٨(   Georg  Cantorازز!�ن ���� 2!�ن �G! ���e#�%� ه� ���v �����ر
،p	I! ���'� �%�#G! �* �! ض��_ 	ا!�4 !+ . UZ��
$ !G#�%� ا4 �� ��R ل و��د�:Z �� را�� �<�ن داد �%�#G! ،$ا�������G !� *�د و �!

  . �'�ن ر���B را �� �Qز" ا��اA&،ا�$ � �رض. �#�م !G#�%� ه� �#� ��ا�� و��د دا*�� ��*�
�* ��A�� ه� �%�#G! ���e� ر4 در�

�G ا�$ *� �� ���A از وا. �#� � � ازا��<�ر ��رادو�
 را��، ��رادو�
 ه�4 �+�� ���e� $ژ" ه�4 ا�

�� !G#�%� و��! �Y% �� ع ��ا4 2ن ;�ح �5دد�B�! د و � �اد4 ا(�ل�* �����x� �
Qو او "�>� d�� � ان ا!�ر��% �� �%�#G! ��  
  .��رادو�+� در2ن رخ ��ه�

  .دروا3Z در����e ا(� !�G! �%�B#�%� ه� �� ا�$ !+>	� ��دا��A !� *�د �� �� ارا�c ا(��Q از ��وز ��رادو�
 ه� در2ن !#�� & �� %#� ��2
� !G#�%� ه� *�" ا�&ه_ ا���ن @
�a��
z 4ه� ���e� و _
� �� ه#?� �� 2ن 2*�� ه+�
�a� 4ه� �%�#G! ���e� ،4ر�� $
�R �)�.  


+�_ ا(� !�I! �%�B	�ب را ��ا4 ا�$ ����e ارا�c ده� و �� ا�$ ه#�، ����e �����ر � ��� ا�$ @�ل �� �� ا!�وز �+� !��p �<�" ا�& �
! W
Q��2 4ارx5 ���� داردا!�وز" در �)�A &
  .�رن و �����Qژ4 اه#

  .  ا�$ ��رادو�
 را ��;�ف ��زدtheory  of   typesرا�� ��*
� �� ;�ح �>�ر4 ;:,�ت 
��- !p��I ا�$ �>�ر4، !��ل ! �� �� �  -&+
%�" ا4 �� ا�$ �>�ر3��Z 4 �<�" ا�� .  ��د �� �+� �?��� ;:,� �� !G#�%� ا�A �Y% 4دش ه+& �� �

  .'�4 !�8	)� ��ا4 از !
�ن ��دا*�$ 2ن و��د داردو�� ��e !� ر�� راه

�ت ��2ن ا���ار��، رو��و !� ��زدB�5 ه��� �� !:��� ر���
7
� �� ��>
� �Rرا ه� �! ،

$ ���� �� �A;�دا*& . در5
�4 �� ا�$ ��رادو��ه7#

�� ه�4 ����� را �
P رو�Z �! 4ار!� ده�� وا
  .��<���ت !'#� را �� ��ر!� 2ور���� �5ه� ��رادو�
 ه� اQ'�م �P8 ه+��� و ز!

�ت !�U[ا�$ د��?�" �2,�راز«   �
	+�ف و !�I,�ان ���+�� ���J��!2 ا!
�وار ا�& ����Willard.  V.  Quineا�$ . و. وBر�� �� � [   

�� ��ض ه��� �� ه��ز*��Qد" ���� ��ا4 ��ر��د � ،���� P��Bو�(! �%�#G! $��� � 

d ���$ و ;: B �� �� #� زد" *�د	ه�4 %  
�
��؛ و ��J از2`�را�$ �,	�
$ در�G! ���e#�%� ه� ê��اه_ ���IQا �Q�� 4���YZ 4ا�� �	 �از را" @�  �� � IZ و �� � 
 �� @�ا�Z، را" @	� ;:

�� ��رادو�
 را�� ��*���!.«  

~ !� ده
_ ��ا4 2ن  و و��?�<���$در ا�$ �/�، ا���اء �� *�ح ��رادو�
 را�� !� ��داز�_، �|
 را" @� را��B�� را .�A2 P8در�  ��  

���* �! �cر ارا�� $
Qن ���,� ��ا*�� ا�� و ��ا4 او��
� ه� و د���5ه'�4 ����4 �� !/�ف 2ن !� رو�_ �� ���	��.  
  

  ا����رادو�
 ر
د �� !G#�%� ه� را را�� �� ا�$ ��Jا���. ا!�4 !+	_ ��ض !� *�د) !U ) ���'� �%�#Gدر�G! ���e#�%� ه�، و��د !G#�%� ه#� !G#�%� ه� 

��� _
�� !G#�%� ا�+��'� �� �Aدش ا�+�ن �
+& و !G#�%� ه��� �� : �� دو د��� �,+��! ���+
  !G#�%� ه��� �� %�A �Yد*�ن �
��5
��_!G#�%� ه#� @�ل . %�A�Yد*�ن ه+� �!�eدر� ،���+
  .!G#�%� ه��� را �� %4�Y از�Aد �



 ٣


_Aا�$ !G#�%� را !�� �!   . l
ا���ن ا�$ ��ال !�Iح !� *�د �� ��2 ا�$ !�A �Y% �%�#Gدش ه+&  .  F∉F |  F∈U { =A{  �� ا�$ ���
&+
� �� ._
�
_» !G#�%� را��« را G!  A#�%� .( دو @J_ ز�� را ��ر�� !� �!�� �!(.  

١ ( _J@A∉A -ه�ن��  : _
�����A از�G�2 �� ه�%�Y از . ��*� A∈A��ض �� ،&+
� !G#�%� ا�& �� %�A �Yدش ��   &��Y%ا�$ از  
A در A �� د�* �! �G
�� A �� � &+
    و @A∉A _Jا!� ا�$ ��aAف ��ض ا�&، �
 . G! A∉A#�%� ا4 ا�& �� %�A �Yدش �

  .���Zار ا�&
٢ ( _J@A∈A -ه�ن��  : _
���، در��دارد و از ه#� !G#�%� ه��� را ��RAن .   ��*�A∉A��ض ��+
 A∈U;�ف د�?� � %�A �Yد �

�! �G
�� 
  .  و @�Z�� _Jار ا�&aAA∈Aف ��ض ا�&، �
  ��ا!� ا�$. A∈A *�د �� ا�&، �
UZ��� ���G� Aدر��ر" !A∈A «  �%�#G  و A∉A« ازا�$ دو ��ه�ن ��
�G !� *�د �� !G#�%� ه#� !G#�%� ه� و��د ��ارد، ز��ا و��د 2ن !

  . !� *�دUاز
  

  �>�ر4 ;:,�ت را��

�ت �Aد ارا�c دادرا�� ا�$ �>�ر4 را ��ا4 �	�5
�4 از �
P 2!�ن Bدر���ب ا(�ل ر�� 
را�� ا�$ !��Bع را !�Iح !� ��� �� ه� . ��رادو�

�)�A ا��س�� �%�#G! �  . در2ن !�Z �%�#Gار !� 5
�د �� *�و;� �� �� �� ���W5 3ار" ا4 �
�ن !� *�د،%�Y از �
دق ��ل !� *�د و �� ازا�A�� 4 از!,�د��، W5ار" @�(	�  �� W5ار" ا��propositional  function �) 4 ازا�A�� 4 از!,�د��، ���W5 3ار" ا4 

  .��ذب ا�&

�" !� *�د�range  of  truth	+	� !,�د��W5 3��� �� 4ار" ا4 در�2'� �� W5ار" (�دق ا�&، @�ز" (�ق !��  .  

�� ا�& وا(� ! �� �J	� ،، �� (�دق ا�& و �� ��ذب �	ار" @�(W5 �'�2از ;�ف د�?�، !,�د��4 ه_ ه+& �� در�;���! �)�A �ً�� ، �'�2  
&+
  .���Z ا;aق �

�� و در�	+	� !,�د��W5 3��� �� 4ار" ا4 را �� W5ا�
�G در��ر" (�ق �� �xب 2ن !� ��ان @J_ �#�د، ر" ا4 ! �� دار ��ل !� ���  

� !� ده��range  of  significance@�ز" ا;aق J>� را  .  

  . @�ز" (�ق وا;aق �c�Z !� *�د دو،�� ا�$ ���
l، را�� ��ا4 ه����W5 3ار" ا4
   ،xا!� ا�5 �� ��4 . (�دق ا�&» .�,�اط ��;p ا�&«   �,�اط �Zار 5
�د، W5ار" xاp;��  . « 4�� �� �5 ا�&x« ��ا4 !^�ل، در���W5 3ار" ا4


+& �� ��;p ��دن �� ! �� ا�&؛ ز��ا !G#�%� ا�+��'�، ا�+�» .ا�&!G#�%� ا�+��'� ��;G! » p#�%� ا�+��'� x5ا*�� *�د، W5ار" � ��
ن �� %
  . ا�$ ���W5 3ار" ا4 �
+&ê �� �)� 2ن �� ��� ! �� دار4 ��2ن ���Z ا;aق ��*� وا(�ً� در@�ز" ا;aق

  !G#�%� ا�+��'� �� ا�+�ن ا�& و �� !� ��ا�� ا�+�ن ��*� �� ��;p *�د، در��
G! �G#�%� ا�+��'� %�A �Yدش �
+& و �#� ��ان در��ر" 
���&%�A �Yد ��د ! �Z�� ��8� $
�R 5)& و ��  .ن �� �:�دن 2ن �8

  .�� ا�$ ���
l، ا�$ !+>	� �� �� !4�Y% �%�#G از�Aدش ��*�، در@�ز" ا;aق ���W5 3ار" ا4 !���ط �� 2ن �
+& و �� ! �� ا�&

_ ���:�ل !G#�%� ا4 ازا��اد ا�& �� ا�.  �Aد �� *�ء �
+&،��IرG! ،�)aA#�%� ا*
�ء� �%4�Y از #�%� �#� ��ا�� $ !��Gا4 !^�ل، �


_ ه�� �%�#G! ��  . ��*�،!G#�%� ه��&4 ���:�ل �� *'��� !G#�%� ا4 ازا%�Yء �Aد ��*� و�Q !� ��ا�� %G! �Y#�%� ا4 از ;:,� د�?� !��
  . !��3 از ��وز ��رادو�
 !� *�د،ا�$ دو!G#�%� ازدو;:,� !�)�و��� و ���� �� �)�وت !
�ن ;:,�ت

 �%�#G! ،$ا�����  .ه#� !G#�%� ه� و��د ��ارد و ��'� �	+	� ;:,�ت !G#�%� ه� و��د دارد و ا�$ �	+	� @� و !�ز4 ��ارد�
&��5 �!�eن ;:,�ت !���دات در��
  � � از!���، در���ب. را�� درا���اء �)�وت �
$ ;:,�ت را �)�وت !


�ت« Bر�� ���:! «Principia  Mathematica4ح ��د �� �#�ده��I! را ��J� $ا�   ��
 ! P,� ر��ده� و�� ،d�� � ،ه� �%�#G! "�� �<�ن ده
�� و !����Q�  .�� ا(��ً� *
�" ه��� ��ا4 ا*�ر" �� ���� !���داتدا�� !���زاء �2'� و��د ��ار�� ودار�� و�A �Qد  �'�2�� � �+(���Z د

���� ��ار��؛ !G#�%� ه� � :
� ه�4 �#�د�$ �� ز���<����A ه+����Aêد ! m
  او ا�$ ا��" را .  و �#�ده��Z�� 4 ا�� !G#�%� ه� ه
  .!� ��!�» G! ��Q  abolition  of  classes#�%� ه�« 

� �)�و�'�4 �
$ ;:,�ت را �)�وت !
�ن ��ا�3 ���4 �
 ازا�$ ���J، را�� �� �)+
� ز���<����A �>�ر4 ;:,�ت رو4 !� 2ورد وا��  
�eددر��
��ê #�ده��& �� و3B ;:,� ا4 *�ن را �Zا%� ����8! ê� 4	�êd :�رت د�?�، �)�و�'� �
$ ;:,�ت. !� 5�� �! $
 ! �'�2�� _��@ . 


W ��د !� ���� و ��ا��س ا�$ �>�رu��� �'�2 �� 4 !� ده�� �(+	� �	<+! ��R �� �'و" ��ا�$، از�>�ر4 ;:,�ت در !�ا�a% ،را��.  
  

$���>�  را" @� و��?
 $���>��I) ١٨٨٩ -١٩E١ ( Wittgensteinو��?! �Qدر ر���,- �(+	� Tractatus  logico-philosophicus 
  را" @	� را ��ا4 ��رادو�


�ن *�" ا�&3.333  ��  3.33ا�$ را" @� در W5ار" ه�4 . را�� ارا�c !� ده�� �Qا�&.   از ر�� $
�R 4را" @� و:  
 »4�?��>� ،�,I��I,� ���� ���) د�Q&( در ��� !! ��� ،��ا�� ���Zار *�د، �� �J�2 ��ان را" از �<��?�4 �� �<��� ه�W5 �:��� �,<� ��ز4 �

8�� رود� ���>� �� .��
d %:�ر�'� را در �
P ��ض �)�� v,� ���� �,I�! ��� .  
 �� ،�e@a! $4 ��ع ه� « ازا� ���e�theory  of  types « _
�ا*�:�" را�� درا�$ ا!��Aد را �<�ن : !<�ه�" !� *�د ��. 4 را�� ر��ع !� �


4W . ر ���Zار ���Z $�A%�" ه�4 �<��� ه��A 4د، ����W5 ��د" ا�& از �<��?�4 �<��� ه� �8$ ���5!� ده� �� او دR ار" ا4 �#� ��ا��W5 m
ه

�" ��*�، �<���  -در��ر" �A 4د اn'�ر ���، ز��ا W5ار" ��G�  ).»����e ��ع ه�« ا�$ ا�& ��ا��( �#� ��ا�� در �Aد 5

 3��� �  .و �#� ��ا�� �Aد را در �Aد �?��A  ...���Gد ��*� �#� ��ا�� *���� �A 4ص ... �
 3��� �� _
�
$ ا�&��F( fx )ا4 !^�ل ��ض ��R �� !� *�د ���ار" ا4 ��W5 $ا������ 
   ؛F( F( fx )):   ���ا�� *���� �A 4ص �Aد ��*�، �

��، ز��ا ���3 درو�� ا�$ (�رت را دارد  �<��?��'��� !�)�وت دا*�� ��*F  و ���3 درو�� �F ا�$ W5ار" !� ���� ���3 �
�و�درو  :φ ( fx ) و  
3 �
�و��، (�رت ز�� را���: φ ( fx ))  (ψ.  


W را !<�8 �#� ��� Fه� دو ��� 3�v, @�ف R m
  ...  را !
�ن �Aد !<��[ دار��، @��� �� ���'��� ه
�+�ن ��رادو�
 را�� از!
�ن ��دا*�� !� *�د���. «]�,I�! �Qاز ر�� ����5�� -	� ���I	� lاد� $��Qا 
#*�
   ]+)� �� ���#� د��� !

 



 C

����e@a! �7 !� *�د، و��?�<���$ �� �>�ر4R-�� ارد ��، -  ;:,�ت�
   ��ع ه�4 را�� ه#��Q ��ارد و ��رادو�
 را�� را �� ا�$ ;��p از!
�ن ��!
��، ا!�4 را �<��?�4 !� ��� �� �#� ��ا��+

4W در��ر" �A 4د اn'�ر ��� و �#� ��ا�� !G#�%� ه#� !G#�%� ه��� �� %4�Y از �Aد �R �

���G�  . �Aد را در �Aد �?
�I,� ���� ���ا�� «  ;:,�ت را�� را �� ا�$ �:l �� از �<��?�4 �<��� ه� �$8 !� ���5، �)� !� ���؛ ز��ا ���e و4، و4 �>�ر4 ��ع ه� ��! ���

8�� رود� ���>� �  » .���Zار *�د، �� �J�2 ��ان را" از �<��?�4 �
  

 $���>��I,�( ا���ً� را�� و و��?! �Qات و4 در ر���e� ،ر�e�
� داد-!
  در !�رد و��د .)  �	+)� ا�&، ز��ا و4 � �اً ��eات �Aد را ��
  :اa�Aف دار���� ه_   �hierarchy  of  languages	+	� !�ا�l ز���'� 

و�Q را�� �� ��ض �	+	� !�ا�l ز���'�، ! �,� ا�& . ��ن �8$ 5)&2ن ز، را���A�� �� 3رو��?�<���$ ! �,� ا�&، �#� ��ان در درون ه� ز��ن
� ز��ن در��ر" ��A�� 4ر 2ن �?���، !� ��ا�� 2ن را در درون ز��ن د�?�4� �A؛ �� ) ز��ن !��:� دوم( �� ا�5 �+� ���ا�� در دا��� دو ه، �
�ن �

  .ز��ن �� ;:,�ت !�8	 � d	p دار��
4 ���م �� ز���'� و��د ��ارد و و��?�<���$ ��eش را *�!� �#�م ز���W
R �� &د، ! �,� ا��A 4 �>�ر4 ;:,�ت��  '� !� دا��، ا!� را�� �� !:

  .و��د دارد) ��ون @� �����Z( �� ��4 2ن �	+	� !�ا�:� از ز���'�
****                                                                                       


� ه�4 !�)�و�� �aش !� *�د �� را" @	� ��ا4 ��رادو�
 را�� ارا�c داد" *�ددرا�$ �P8 ا	�� p��;ر��ا���5 . ز�I� ��+��� �
  ه���	
  .!���Z �eار 5
�د

  
  و@�ت !���A�� �%�Bر4

�%�#G! ء�Y%را��ا  Aع %:�رت ا�& از   از�B�! ردار�� �� ا�$ و@�ت�A�� �%�B�! د �:�دن: و@�ت�A4 از�Y%.  
 �%�#G!A$  ه��ار�5�Z ��  .  در�Aدش �
+&4�Y% ،_)&��Y% (A از�Aد �
+& و ا�$ و@�ت !��Bع *�!� 2ن !� *�د، ا!� ا�$ �� ! 

  . ا�&ê �%�#G! Aا�$ ا!�%
$ �Aد

_�A'& رو*$ *�ن R?��?� *#�ل ا�$ و@�ت !��Bع در!�رد �  : !^��Q را !�Iح !� �


� !$ درا���Z �<+�� ام و!G#�%� ا*
�ء وا3Z درا���5
�م��ض � �!�eق را در� . �%�#G!4 از�Y% 
ا�5!
W� 4Wء ا*
�ء ا�$ ا��ق ��*� �
  .ا�&» *�ء وا3Z درا�$ ا��ق« !��Bع ه�%�Yازا�$ !G#�%� . !�رد ��A�eاه� ��د

� *�ء وا3Z » درا�$ ا��ق ��دن !
W« ��2: ��ال ا�$ ا�&� W
درا��ق �
+&؛ ه_ *
>� وا3Z درا�$ ا��ق ا�&؟ ���u ا�$ ا�& �� درا�$ ا��ق ��دن !

$ �Aد 2ن ا�&%W
  .درا�$ ا��ق ��دن !


W در2!
��8 ا�& و �� ا�$ ���
l و@�ت !��B%� در!�رد 2ن ه_ �� ��%� (�دق ا�&، ا!� �� ! �� ��ا��»  !
êWدرا�$ ا��ق ��دن « ! &
�
% ��  
 »W

+&» درا�$ ا��ق ��دن !� �e� رد�! �%�#G!2ن در &��Y%و W
! $
  .از%
A! ل و@�ت�#>!  �%�#G! ر��A�� �%�B�A &��Y% ��   A و@�ت !��B%� در!�رد *#�ل.  در�Aدش �
+&A ا�&، ا!� ا�$ *#�ل �� ! 

 &
�
% ��A&ا� v:��!  . 2ن در2!�" ا�� و &��Y% �� �@وا �%�B�! ا4 ��ا��س �%�#G!ء ه��Y%ر4، ا��A�� �%�B�! در �>�ر4 و@�ت
� !�#�ل � �Y%ه�predicate�! ب�+�! �%�#G! د  از2ن�* .  

 �%�#G! "در��رA ء�Y%ا �%�B�! ��2 و@�ت �� _

W (�دق ا�&؟  و ا� �5	�A     �%�#G! ��2 ، در!�رد �Aد !A �%�#G �� ا�$ !+>	� !�ا�'� 
A3 *�د؟Zدش وا�A #�ل�ا�� !�� �!   

 �%�#G! �5ل ا�$ �>�ر4، ا�:Z ��A �%�#G! �� ����، �A "�?�2د %4�Y ازA !<#�ل و@�ت !��B%� ا%�Yء �Aد �:�*� � J� دن (�ق�:� A  
 �%�#G! ه#�ن �� �Y% $د ا�& و ا��A 4 از�Y% �� &ا4 ا� �%�#G!A ء *�" ا�& و�Y%ا �%�B�! ل و@�ت�#>! l
 ا�& �� ا�$ ���

  .ا�$ ���UZ ا�&
�:�دن 2ن،  ا�& و xQا %4�Y از �Aد A (�دق ا�&، ا!� ا�$ *#�ل %
$ ê �%�#G! Aدر ا�$ �>�ر4، و@�ت !��B%� ا%�Yء در !�رد �Aد

  .!�#�ل �Aدش وا3Z �#� *�د

� W5ار" 	�� �� l	I! �� p
Zا�&« ��ا4 ��ر�� دW
! ،W
  .!� ��داز�_ �� ار�:�ط �Wد��B�! �� �Jع دارد» .!


�در ا���G ��ض ��ا�$ ا�& �� !
W !<8/� !�: درا�$ W5ار"، !
W دوم �� !
W ��دن �	#� اول (�� !� x5اردzا�&، در�e�  "ارW5 رت�/�ا�
!�e� رد�W
! &
��، �� ا�$ !
W!� ��ان !�#�ل ه��� را �+:& داد !����.ا�&، �
�ن ه#��ّ
 ! W

، ا��از" و :  �� ��ض !�  ...*�J و ��م، �

_��
5 �! �eرا در� W
و@�ت !��B%� . ا�& ه��� ازا�$ !�#�ل ه� !
�B�!subjectWع . !G#�%� �#�!� !�#�ل ه����Z 4 ا��+�ب �� !
! ،W

W ��دن ا�&!�#�ل ه�4 ! .��
$، !��Bع !���A 4د را از د�& !� ده !W
  .ه� �� ازا�$ !�#�ل ه� ��ا4 از2ن !

4 �
P از�! 3#�Q�#'��& و دروا3Z .( @�(� و@�ت !��4 !�#�ل ه�4 !
W در د��?�" ادرا�� !�، !
W ا�&W
R #�ل ه��و@�ت ! ��:Qا
 4�'Q�#�!اWG!�  .)ا�$ رو��اد ا�&�� از�؛ و@�ت !�#�ل ه� �
��� ��ر �� و@�ت �#� ر�

$

W را !#J$ !� ��زد، -ا�$ و@�ت !�#�ل ه� درادرا[ !�، � ّ! $���� &
%�B�! &'#�ل در��#�ل �8<� ا�)�اد4 ه� !�ه�! &
Q�#�! اxQ 
&+
� $J#! #�ل ه��ا از و@�ت ادرا�� !��.  

  ��2 درW5ار" ��ق، !
Wدوم !�#�ل وا3Z !� *�د؟: ا���ن ��ال ا���� ا�$ ا�&


$ ا�&.  !�#�ل وا3Z *�د، د�Rر���UZ !� *��_-  �� دال �� !
W ��دن �	#� اول ا�&- W دوما�5 !�R UZ����ان !�#�ل، : �% �� W
ا�5!

��ان !�#�ل، % �� W

4�Y% W از !G#�%� �#�م !G#�%� ه�4 !
W ��*�، و@�ت !��B%� ه�!�#�ل *�!� 2ن �
W !� *�د؛ � �� !��Bع !!
  .�#�ل، !� 	p و@�ت ادرا�� !�#�ل ه� وا3Z !� *�دا�&، xQا !
W ��دن � ��ان !

 W
��ان !�#�ل ���Z !�#�ل ه� �! 4	p د��?�" ادرا�� !� ا�& و در و@�ت !��4 ادرا�� �,<� ه#���� ���� !�#�ل ه�4 ! � W
درا��/�رت !
��ان !�#�ل در%�ض ���� !�#�ل ه� �Zار !� 5
�د و از2 � W

W ��دن �� ه#�ن !! �G

W @�(�دارد و در ��! �� �G�ê و@�ت ادرا��   

    .!�#�ل ه��& �
 *�!� ه#� !�#�ل ه�4 !��+l �� 2ن ا�& و �� در%�ض �2'�
��UZ ا�&� ���ان !�#�ل ه_ در%�ض ����!�#�ل ه��& و ه_ *�!� ه#� �2'� و ا�$ �% �� W
! ،l
  .�� ا�$ ���



 E


+&؟R دن�� W
  ��ال !�از4 2ن ا�& �� !��Bع !

� !�#�ل !� *�د �� !� 	p و@�ت ادرا�� وا3Z !� *�د و در%�ض ���� ا�B�!�5ع !
��Wدن، !� W
W ��*�، درا�$ (�رت !
W ��دن �

_��* �! UZ��   .!�#�ل ه� �Zار !� 5
�د و از;�ف د�?�، !
W ��دن @�(� و@�ت ادرا�� ا�& و *�!� ه#� !�#�ل ه��&، �
 ��ز ه_ د�Rر �
_
  :از���u ا�$ دو ��ال �� ا�$ ��
�G !� ر�

١ (&+

Wا�& و ا!�4 ��ا از2ن �! $
% ،W

��Wدن !! . $
% �J	� &+
� W

��Wدن 2ن، !�#�ل !!ê&ا�W

&.  �� �Aد !�
%W

��Wدن �Aêد !! 
  .ا�&


W ا�& و !
4W 2ن @�(� و@�ت ادرا�� !��&) ٢! 4W
! $
  .!��Bع !
��Wدن، %

$ !� ��ان A&(5 در!G#�%� ا���ن ��ا��س �>�ر4 و@�ت !���A�� �%�Bر4، در��ر" ��رادو�
 را���R  : �Y%ع ه��B�!A 4 از�Y% 

 !�#�ل �Aدش �
+& و A ا�& و در��
4�Y% ، A �%�#G! �G از �Aد �:�دن ا�& �� ا�$ !��Bع %
$ �B�!Aع !�A . �%�#Gد �:�دن ا�&

W ا�& و !�#�ل! $
% ،W
  . 2ن �
+&�� %�A &��Yد در�#� ��2، ه#���Iر �� !
��Wدن !
W �� درا�$ ا��ق ��دن !

  ».ا�$ �>�ر4، ;:
 � ���$ را" @� ��رادو�
 را�� ا�&« 
  

5
��_} ٣,٢,١,G! }C#�%� : ��ددا*& �!�e4 . را در� �%�#G! »ا%�اد زوج �%�#G! د و��ا%�اد  �%�#G! «رت ا�& از�:% �%�#G! $ازا� :  
 }}C,٣,١ { ,} ٢{{ =B . ر��Aدر�� �%�B�! و@�تB؟&+
R   

  .��دن»  ا%�اد ��د �� !G#�%� ا%�اد زوج!u��� : »�%�#G ا�$ ا�&
 �%�#G!8/� از>!�� �Y% �5رت ا�/�  .»!G#�%� ا%�اد زوج« ا�& ��» !G#�%� ا%�اد ��د« )& ا�$ %�Y داد" *�" ��*�، �#� ��ان B5درا�

  .� :�رت د�?�، �8$ (���� در��ر" ا�$ %�Y �#� ��ان 5)&

�ن !� *�د»  ��«  !�)/� ا�& و ��  ، و@�ت !���A�� �%�Bر4 ا!��e@a!B4 !� *�د �� در� . �Y%ه� �%�B�! و@�تB �Y% �� 

  .ا�&» !G#�%� ا%�اد ��د �� !G#�%� ا%�اد زوج« د�?�، 
  

�%�B�! 4ز�� �
:*  

$ 4�Y% A از�Aد �:�دن !G#�%� در�>�ر4 و@�ت !���A�� �%�Bر4 د���_ ��% ،A&رت د�?�، !� ��ان 5)& �� .  ا��: �A 4�Y% 

  » .!� �#�����«  در�	
& �Aد از�Aد �:�دن را
 �%�#G! }A , ... , x,y,z{  =A در2ن �� _��
5 �!�eرا در�  x,y,z, ... و ���+
 !G#�%� اG!  A 4#�%� ه��� ه+��� �� %4�Y از�Aد �

&+
  G#�%�،  از !��Bع ه�%�Y د�?� ازا�$ !\��ا��^@ %4�Y ا�& �� Aدرا���G، . ا�& �� در�	
& 2ن !� �#����� �� %4�Y از�Aد �
  .!��Bع !�� *�" ا�&

 �%�#G! 4و��د دا*�� ��*�، ا�$ *�;'� ��ا ���';�* �%�#G! �
+& و» ��ا��ار « Aا���5ا4�Y% d�� � 4 از �Aد �:�دن ��  
4��! d�� � ê �� ن���R &2ن � ��)� ا� . �%�#G! 4��� �B�!Aع !�  »�%�B�! 4ز�� �
  .  ا�&…,G! ��x,y,z#�%� ه�4 » *:
 &Q�@ "و��د دارددر��ر ��J� ق دو��:  

١ ( �%�#G! "در��ر �� �#J@ه�}x,y,z,… { د �#� *�د�Gا� �%�#G! 4 در�

�� m
  :� :�رت د�?�، ه�@J#� (�دق ا�&. داد" *�د، ه
&+

$ ا�&. � �� ا�$ !G#�%� ه_ %4�Y از�Aد ا�& وه_ %4�Y از�Aد ��R �!ا�$ ا �
Qد:  

dQد �:�دن 2ن داد" *) ا�A4 از�Y% �� _J@�5ا p��;از �'�� �Y% $د در��2، ا��A &��Y% �� �%�#G! _J@ $د، و �� ا��  

�4 در!G#�%� @�(� �#� *�د
�� �G

� ��زG! &��Y% �� �%�B�! 4#�%� در!� ��2، �� ازا���اء ه_ در!G#�%� وا3Z ا�& و در��:* .  

���YZ �� ا�$ Aا4�Y% �� _J@�5 از�Aد ��دن 2ن داد" *�د، ) ب� �Y% �  @J_ ��ارد؛ �Rن %4�Y از�Aد �:�دن در��ر" 2ن،  �� %��ان �

�4 در�'& @xف 
� �#����?�4 در�	
& 2ن ا�& و xQا ���Aد�

� @J_ (�رت �#� 5
��ان �� %�Y و ��% �� .  

  
 _��Z ه��� ا�& �� در ����ن 

& ��J از��راد� Bو ���>! ،���+

�� ��اG! 4#�%� ه#� !G#�%� ه��� �� %4�Y از �Aد � Bو $
�R  

  :!�Iح *�" ا�&
 �cن !?�را���+	

$ !� Diodorus  Cronus  of  Megara  &(5د��دوروس ��و��س از��R : » ا��JQاElectra ،د�Aادر��   

 
��" و در��ا�� او ا�+��د" ا�&، �#� *����.   را !� *����Orestesار��J�ا "�'R�� را �� �,�ب 
����ا�$، ا��JQا �7�2 را . ا!� ا��JQا، ار���
 �!����* �#� ،����*. «  

�� ��و �� ا�$ ;���A �! pا�& �:! pI�
�G !��ل !��G !� *�د و در��اب ��ال وا@� !� ��ان ه_ �� �<�ن ده� �� !�� �� UZ��ا(� ا!���ع �
  .و ه_ 2ر4 5)&

٢ ( �%�#G! 4ر��A�� �%�B�! و@�ت }A , ... , x,y,z { رت ا�& از�:% : »Y% 4�?����#� �� د �:�دن�A4 از�Y%د �:�دن�A4 از� «  
�)/� !��l !� *�د �� ���ان !
�ن ! �%�B�! ا�$ و@�تAد�� �)�@W��#� ����) ر�I� ء�Y%ا���� �� �Y% �و *#�ل ا�$   �� %��ان �
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�� و �#����?�4 2ن، ا!�(���� ��+
  . !G#�%� ��ا%4�Y% �� ���Y از�Aد �
��ان �� %�Y ازA: ��ددا*&% �� A�� �� &4 ��!� �رف ا��Y% ، را�� ازه� �%�#G!در &��Y% �� ء ا�& و�Y%از����ا &��` W��#� �Z

  �� �Aد !G#�%� را�� ا��'#�ن » �'���ً�« ��ا�� ا �! �� 4	p �� ����ا%�Yء !G#�%� را�� ا�&، ��ا�� !� رود و �� در���5��$ ا�$ ا%�Yء، 
  .!� *�د


�� ا�& �� !G#�%� را�� �� %��ان !G#�%� ا��Y%  �� 4& ا�$ %�Y ��!� �رف در!extension �%�#G �� ا�$ ���
l، !/�اق Bرا��، و
���#'�
$ !� *�د و !/�اق ا�

�� ا�& �� !G#�%� را�� êا�$ %�Y ��!� �رف �� �Aد  4�Y% identity از�Aد ا�&، �: Bرا��، و �%�#G! 


$ !� *�د!G#�%� ا4�Y% �� 4 از�� %��ان 
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 !� ��داز�_



 L

 �%�#G!از �Y%ه�A �/�،&+
   �� %4�Y از�Aد �:�دن 2ن Aدر��ر" !d�� �  . �%�#G *�" ا�&رت !G#�%� ا4�Y% �� 4 از�Aد �
_
�� �! _J@ : �%�#G! "در��ر _J@ $ا�A �Y%ون از @�ز" � ��)� ه��

$ @A &��Y% �� �#J (�دق ا�&، در��
A �Gاز  ��R �
Qد �� 

  .�#� �A ��2د در

$ @J#� در��ر" �R رت د�?�، در!�رد�: �A از �Y%ه� d�� � ،A��� �#� �#% .  

 �Jد ��ر��(Q2 �e� �� �

�ان و !�I,�ان ���+�� �Z 4ن �
+Tarski   Alfredا�$ *
�" ���Aرد �� ��رادو�
 را�� �� @�ود4 *:Bر��  ،_�

aد4 ا�&��١٩٣٠ ��ل» ��رادو�
 دروz?�« در��ر" ! .  
5
��_» .ه��R !� ��5_، دروغ ا�&« �#	�  �! �eرا در� .
J%�� را�& ��*�، �2?�" ���� دروغ ��*� و �	. ا�5ا�$ �# �	رت د�?�، ا�$ �#�: �

  ! در�& ا�&، ا�5و �,v ا�5 ��در�& ��*�
��؛ �2?�" !�ل ر���B 2ن را !� ��زد�� ��e ��ر��J، ا�$ �#	� @J#� ا�& �� �� �� �! _J@ دش�A در�& ��دن�.  

   .metalanguage ز��ن !���ق 2ن -٢.      �ن !��Bع ز�- ١:  ��ر��J ��ا4 ه�!�ل ر���B دو ز��ن �c�Z ا�&
  & �� ��J در2ن �
�ن ز��ن !��Bع، ز���� ا�. ا@�Jم �� ز��ن !���ق !���ط ه+��� و در��� و ��در��� �� @J_ �� ز��ن !���ق !���ط ا�&

  . ز���� ا�& �� @J_ !���د در��رادو�
 �� 2ن �
�ن !� *�د!� *�د و درا�$ �#	�، ز��ن !��Bع
در��ر" @J_ !���د در��رادو�
 دروJ@ ،�?z#� و��د . @�I! _Jح *�" در �#	� ��ق، ��'� ا@�Jم �
�ن *�" درز��ن !��Bع را *�!� !� *�د

���YZ !���د ��*���2ن *�!� �#� *�د ورز��ن !��Bع دارد �� @�I! _Jح د� �J�2 د ا�&، ��ون�A در��� و ��در��� Wc�@ _J@ $ا�.  
  . � :�رت د�?�، ا�$ @J_ در ز��ن !���ق ا�&

  . ��رادو�
 دروz?� ا�&J@ê_ وا3Z درز��ن !���ق، �
�ون از%#	?�J@ 4_ وا3Z درز��ن !��Bع 
  

 �%�#G! "ح *�" در��ر�I! _J@A��'� ��J در��� ، �%�#G!�� �Y%ه� d�� � 4�?	#% 4 %�م�'�Q�@از A را�� را 
 ا�& �� ��رادو�

_. از!
�ن ��!
�ارد���. ����@��Q'�4 !���د را �
 از*�ح !^�ل ز�� �
�ن !� �� �! ���  .ا�$ !^�ل، !I	l را رو*

 �%�#G! و ����5�eرا در� ��
  .!� ده
_ ��Z �eار!���دات وا3Z در2ن !�  را در��ر" x{  =C| .  4 از!Wر%� �� ا�+�ن �
+&W! }xر%� ! 
����ا�$، ا�+�ن �:�دن ��ا4 ه�%�Y از.  دو@�ز" � ��)� ��اC_��* �! �c�Z ���5 و ��ا��C �%�#G! 4ا4 ه�%�Y از �C وت از(�ق 2ن�(�! 
 �%�#G! "در��رC �%�#G! 4ا�& و از;�ف د�?�، (�ق ا�+�ن ��دن ��ا C� "ا�+�ن ��دن در@�ز d�� �ء  !�)�وت از�Y%��8 ا! �(�� C  

.                                                                                                                                                                                                     ا�&

   ا�+�ن �:�دن��Ф ا�+�ن �:�دن                   ا�+�ن ��دن ��Ф   ا�+�ن ��دن                                

  C           @�ز" � ��)� !��8 ا%�Yء                 G!C#�%�  @�ز" � ��)� !��8                                      
  


~ ��د" و ����YZ و��ا�$ ا��س،�) ،���* �����x� 4 ز���'�Q�@از �  .��د ��8اه� دا*& ه��
١ ( �%�#G! ��C �%�#G! ��8! �(�� � "را در@�ز _J@ $و ا� _
درا�$ (�رت (�ق 2ن . ا��Gم !
�ه
_ C ا�+�ن �:�دن را �+:& !� ده


$ @C �%�#G! �#J!�)�وت ازا�$ ا!� در @�ز" � ��)� !��8 ا%�Yء �R �
Q�� �G
  � :�رت د�?�،.  �� %�A &��Yد در�#� C��2 ا�& و در ��
! �%�#GC&+
  . درا�$ @�4�Y% &Q از�Aد �
٢ ( �%�#G! "در��رC �%�#G! ��8! �(�� � "در@�ز C_
�� �! _J@ $
�R  : �%�#G! ا�+�ن ��دن و �� ا�+�ن �:�دن در!�رد ��C ق�)   

��� �#� . �%�#G! ،�?رت د��: �C&+
  .  درا�$ @�ز" �� %4�Y از�Aد ا�& و�� %4�Y از �Aد �
  : !,�م �c�Z *�" ا�_ دوCدرا�$ @�Q& ��ا4 

dQا (Cء�Y%در!,�م در��دار��" ا  : �%�#G! ��8! �(�� � "در@�زC&+
  .، �� %4�Y از�Aد ا�& و �� %4�Y از�Aد �

$: C در!,�م %4�Y از C)   ب�R�#J@  ء�Y%در@�ز" � ��)� !��8 ا Cان��ا�+�ن « ، ��%� از ا�+�ن �:�دن !�+�ب !� *�د، ز��ا �� %

$

�!� *�د»�:�دن ��Iر��! : � .  
�� ! 	�م �
+& C�*�� �R در!,�م %4�Y ازCا�+�ن �:�دن ��Iر��! 
$ �� ا�$ ! �� ا�& �� 
  . ا�+�ن �
+&، ا!� ��Iر! 

 3ZدرواC4 از�Y% در!,�م C ء�Y%& �� در@�ز" � ��)� !��8 ا	ا�$ % �� C » &+
  در!,�مC!�+�ب !� *�د، �� %��Y& » ا�+�ن �
  .در��دار��" در!� ��2

   
� ازا%�Yء C در!,�م %4�Y ازC :�ددا*&�

+& ��ا!� $
 ! ،C&2ن در.  ا� &��Y% ،$ا������C,!د  در�A4 از�Y%�� م در��دار��" دال�

  .  در!,�م در��دار��" ا%�Yء �
+&��Cدن ��Iر! 
$ ��ا4 
  
٣ ( �%�#G! "در��رC �%�#G! ��8! �(�� � "در@�ز C_
�� �! _J@ $
�R  :�� ا�+�ن ��دنC�! رت د�?� (�ق�: � ،��� C "درا�$ @�ز 

&+
   .%4�Y از�Aد �
 &Q�@ $درا�C3 !� *�دZدر دو !,�م وا :  

dQا (Cء�Y%در!,�م در��دار��" ا  : �%�#G! ��8! �(�� � "در@�زC&+
 .، %4�Y از�Aد �
 C" � ��)� !��8 ا%�Yء در@�ز. �
+&C ا�+�ن ��دن ه#���� � ��d 2ن در@�ز" � ��)� !��8 ا%�Yء @C : _J در!,�م %4�Y ازC)   ب


� !� *�د �� ��%� د�?�از ا�+�ن �:�دن !�+�ب !� *�د»  ا�+�ن �:�دن ��Iر ��! 
$« �)�ا�$ ا!�،: �.  
�(� »$
�� ��ض *�"�� ا�$ ! �� ا�& �� ا» ا�+�ن �:�دن ��Iر��! 
   و�)� !� *�د وا�$ �)�، �+�ن �:�دن ا!���! 

  . ا�&\ا�+�ن *�ن^@ا!�4 �� ����ن ��ا4 
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�� ا�$ �� !G#�%� (  در!,�م در��دار��" �
+&C دال ��%4�Y از�Aد ��دن ��اC 4 در!,�م %4�Y ازC: �ددا*&� �C ان ا�+�ن ��دن��% �� 
    را �)� !� ��� و ا�+�ن ��دن 2ن ا!�C4، ه�%�Y ازC در!,�م %4�Y ازCز��ا .) �� %�A &��Yد در2!�" ��*�


 از �)� �� ����ن ا�$ ا%�Yء @�(� !� *�دا� ) transcendentalا�� x5�� ) ��aر��" � �� &.  
  
C( �%�#G! "در��ر C �%�#G! ��8! �(�� � "در@�ز C_
�� �! _J@ $
�R  :�� ا�+�ن �:�دنC ��  . (�ق !� �

 &Q�@ $درا�C3 !� *�دZدر دو !,�م وا :  
dQا (Cء�Y%در!,�م در��دار��" ا  : �%�#G! ��8! �(�� � "در@�زC د�A4 از�Y% ،&ا�.  
، Cدر@�ز" � ��)� !��8 ا%�Yء .  �
+&C ا�+�ن �:�دن ه#���� (�ق 2ن در@�ز" � ��)� !��8 ا%�Yء @C :_J در!,�م %4�Y ازC)   ب

�ا�$ : � $
  .!� *�د �� ��%� ازا�+�ن �:�دن !�+�ب !� *�دا!�ا�+�ن �:�دن ��Iر��! 
  


+& ��ام C در!,�م %4�Y ازC، ز��ا م در��دار��" �
+& در!,�C، دال ��%4�Y از�Aد ��دن ��اC 4 در!,�م %4�Y ازC: ��ددا*&� $
 ! 
  .  ا�&�Y%Cاز

  
 �%�#G! ن ��ا4 ��ر����5
��_دو@�ز" � ��)� ��ا���5 در�A�e  و ��ا��A �%�#G! 4ا4 ه�%�Y از.  2!�د" *�" ا�_Aا� �!:  
��'� !� *�د��ا ��دن ا�$ دو@�ز" � . A و @�ز" � ��)� !A �%�#G! ��8@�ز" � ��)� !��8 ا%�Yء ! 
  .��)� �� ر�3 ��رادو�

 �%�#G! 4د �:�دن ��ا�A4 از�Y% ،l
 A ا�&؛ %4�Y از�Aد ��دن ��اA �%�#G! 4 !�)�وت از(�ق 2ن ��ا4 ه�%�Yاز��A ا�$ ���
  . ا�&A!�)�وت از� ��4�Y% d از�Aد ��دن در@�ز" � ��)� !��8 ا%�Yء 

  .ا�$ دو @�ز" � ��)� �� رو4 ه_ %#	?�4 ��ار��
  
  

   %4�Y از�Aد �:�دن�4�Y% �Ф از�Aد �:�دن                      %4�Y از�Aد ��دن �4�Y%    �Ф از�Aد ��دن   

                    �%�#G! ��8! �(�� � "ز�@A                                ء�Y%ز" � ��)� !��8 ا�@                          A  
  
  

 �%�#G! "در��رA�Q�@ ر���� ��  ~
�) ،���* �����x� �'�2از �  .��د" و ��رادو�
 از!
�ن !� رود'�4 ز�� !� ��داز�_ �� ه��
  
١ (�%�#G! 4ا��A�%�#G! ��8! �(�� � "در@�ز A _
�� �! _J@ $
�R  :�%�#G!A&+
�)ق ا�$ @�(�! _Jوت از (�ق .  %4�Y از�Aد �


~ داد" *�" ا�&. �ا�� �� %�A &��Yد درA� �#� ��2ا�& و در��
A  �%�#G! �G@�ز" � ��)� !��8 ا%�Yء 2ن درB�� W
� aً:Z &Q�@ $ا�.  
٢ ( �%�#G! "در��رA �%�#G! ��8! �(�� � "در@�ز A_
�� �! _J@ $
�R  :&+
 �� ا�$ ���
4�Y% �� .،l از�Aد ا�& و�� %4�Y از�Aد �
A 3 !� *�دZدر دو !,�م وا:                                                                    

dQا (Aء�Y%در!,�م در��دار��" ا   : �%�#G! ��8! �(�� � "در@�زA&+
  .، �� %4�Y از�Aد ا�& و �� %4�Y از�Aد �

$:A  در!,�م %4�Y ازA)   ب�R �#J@  ء�Y%در@�ز" � ��)� !��8 ا Aان��  ، %4�Y از�Aد �:�دن !�+�ب !� *�د، ز��ا �� %
 »

�!� *�د» $%4�Y از�Aد �:�دن ��Iر��! : � �A4 از�Y%ا�& . �:�دن ا�&د �� ��%� از ��%4�Y از�Aد �:�دن ��Iر��! 
$ �� ا�$ ! 

�� %4�Y از�Aد �:�دن ��2ن (�دق A در!,�م %4�Y از��A ��ا4 
، %4�Y از �Aد ��دن (�دق �
+& و !I	,ً� �)� !� *�د، ا!� ��Iر! 
  .%4�Y از�Aد �:�دن 2ن � ّ
$ ��ارد �
+& و

+& ��ام %�Y ازA در!,�م %4�Y ازA: ��ددا*&� $
 ! ،A&+
���x� $
  . ا�& و و��د 2ن � ّ

٣ ( �%�#G! "در��رA �%�#G! ��8! �(�� � "در@�ز A_
�� �! _J@ $
�R  :A &د ا��A4 از�Y%.  
 &Q�@ $درا�A3 !� *�دZدر دو !,�م وا :  

dQا (Aء�Y%در!,�م در��دار��" ا   : �%�#G! ��8! �(�� � "در@�زAY% ،&د ا��A4 از�.  
در@�ز" � ��)� !��8 . �
+&  4�Y%A از�Aد ��دن ه#���� � ��d 2ن در@�ز" � ��)� !��8 ا%�Yء@A : _J در!,�م %4�Y ازA)   ب


� !� *�د �� ��%� د�?�از%4�Y از�Aد �:�دن !�+�ب !� *�د» %4�Y از�Aد �:�دن ��Iر��! 
$«  ا�$ ا!�، �)�Aا%�Yء : �.  
�� ��ض *�� ا�$ ! �� ا�& �� %�I�  « 4�Yر��! 
$%4�Y از�Aد �:�دن« �)�
  �)�، ا!�4 �)� !� *�د وا�$   و"�از�Aد �:�دن ا!���! 

�Y% د ��دن ا�&�� ����ن ��ا4 @/�ل�A4 از.  
   ê ا�& �� �
 از�)�) ا�� ��a(  را �)� !� ��� و %4�Y از�Aد ��دن 2ن ا!�x5�� 4ر��"A، ه�%�Y ازA در!,�م �� %�Y ازA: ��ددا*&

  .  @�(� !� *�د��A ����ن ه�%�Y از
C ( "در��رA �%�#G! ��8! �(�� � "در@�ز A_
�� �! _J@ $
�R  : �%�#G!A&+
  .  %4�Y از�Aد �

 &Q�@ $درا�A3 !� *�دZدر دو !,�م وا :  
dQا (Aء�Y%در!,�م در��دار��" ا   : �%�#G! ��8! �(�� � "در@�زA&+
  .، %4�Y از�Aد �

+&4�Y%A از�Aد �:�دن ه#���� (�ق 2ن در@�ز" � ��)� !��8 ا%�Yء @A : _J  در!,�م %4�Y ازA)   ب� .  


$ %4�Y از�Aد �:�دن ��Iر« ، ا�$ ا!�Aدر@�ز" � ��)� !��8 ا%�Yء  !��« ) $
�� �)� %4�Y از�Aد ��دن ��Iر!I	p و%�م � ّ ! �� ê 
  .*�د!� *�د �� ��%� از%4�Y از�Aد �:�دن !�+�ب !�  � :
�)%4�Y از�Aد �:�دن


+& ��ام %�Yاز،A در!,�م %4�Y ازA: ��ددا*&� $
 ! Aارد�� $
ّ � �Y% �  . ا�& و �� %��ان �



 ٨

Jدر C_ام از�2'� !������ و��د ��ارد، ا!� ��ه��� ��ا4 ا`:�ت در��� ه���ام ���& ��اد" ا��� m
��ق ا�& :  !�رد ��ق، `��& ��د�_ �� !
�ن ه

_ در��� ه���ام ��
_ �� ه���ام واZ ً� در�& ا�&!
�ن ا�$ �� `��& ��  .� در��� د�?�4 !������ ��ارد و ا�$ �� `��& �

  
4��
_  ��د" �� ز��ا���ن �3# ��� �! �cرا ارا:   

١ (�%�#G! 4ا��A�%�#G! ��8! �(�� � "در@�ز A _
�� �! _J@ $
�R  :�%�#G!A4 از�Y% &+
 (�ق�)ق ا�$ @�(�! _Jوت از. �Aد �
   A ��ا�$ @J_ %#	?�4 ��ارد، در��
A �%�#G! �G ا�& واز���G�2 �� @�ز" � ��)� !��8 ا%�Yء �Y%Aء 2ن در@�ز" � ��)� !��8 ا

  .�#� ��ا�� �� %�A &��Yد در��2
٢ (�%�#G! "در��رA�%�#G! ��8! �(�� � "در@�ز A _
�� �! _J@ $
�R  :�%�#G! A&د ا��A4 از�Y% .  


$%4�Y از�Aد �:�دن ��Iر��« ت ، �� (�رAا!� ا�$ @J_ در@�ز" � ��)� !��8 ا%�Yء  ! «: ��
  از%4�Y از!� *�د �� ��%� 
  .�Aد �:�دن !�+�ب !� *�د


+& �� ��ام �� ازا%�Yء !4�Y%A �%�#G از�Aد �:�دن ��Iر��! 
$ �� ا�$ ! �� ا�& �� � $
 ! ،�Y% ���ان �% �� A ا�& و و��د 2ن 
&+
� ��x� $

� د�?�4 �� در !�رد ( .� ّ: �_J@ %�#G!  �A "در *#�ر �
~ ا�&، ا!� ����� 2ن دو در!�رد ٣  در ���) W
� "�* �cارا  

 �%�#G!A  ! ،���'� �
%4�Y از « êرت �)� ، @J_ �� (�A ا�5 در @�ز" � ��)� !��8 ا%�Yء : �)�وت ا�&�� %��ان �� %�Y، در ��	

$�Aد �:�دن ��Iر !�� «dQد، �2?�"  ا�* �
: � ( �%�#G!A4 ا�Y% ز  در !,�مA ، »&��'� �� د !� » در�A 4 از�Y%ا�$ ا�5) ب.  *�د  

 "�?�2 ،_
�
� �Aرج از د���س ��دن، �)� �Q�� را &��'� �� A 4 «  در !,�م�Y% «ازAاز ����Y% $
�R د و�* �! �(��
�ن !� رود  !!.(  
٣ (�%�#G! "در��رA�%�#G! ��8! �(�� � "در@�ز A _
�� �! _J@ $
�R  :�%�#G!Aد�A4 از�Y% &+
�  .  


$ @J#� در@�ز" � ��)� !��8 ا%�Yء �R �!اAرت�) �� ، »$

� !� *�د �� ��%� از%4�Y از» %4�Y از�Aد �:�دن ��Iر��! : �  
  .�Aد �:�دن !�+�ب !� *�د

 $

	� ��ا4 ���
� @A �%�#G! &��Y% �� �*�� �;���! _J%�م � ّQا�� د�� �! ،�Y% ���ان �% �� A �! ر�Jدش �)� وا��Aرا در ���.  

$ @�A�� A ،�#Jد !A �%�#Gدرا��d�� � �G ه�%�Y از�R �� 4 ��ارد�?	#%.  

C( �%�#G! "در��رA�%�#G! ��8! �(�� � "در@�ز A _
�� �! _J@ $
�R  :�%�#G!A&+
  . �� %4�Y از�Aد ا�& و �� %4�Y از�Aد �

$ ا!�4 در@�ز" � ��)� !��8 ا%�Yء �R �!اAر« ، �� (�رت�I� د �:�دن�A4 از�Y%$
 !�� «�
  !� *�د �� ��%� از%4�Y از� :


$ ��دن . �Aد �:�دن !�+�ب !� *�د !��A �%�#G! را در!�رد �#J@ $
�R د �� ���ان�* �! l��! ،�Y% ���ان �% �� Aح ��د�I! .  
  

 �:
  �>�ر4 (�رت ���

l دار�� و ا*
�ء. درا���G ا�$ �>�ر4 را �<��~ �Aاه
_ ��د��� &
	��Z �� #�ل ه����#�ل ه�4  �� !�ء �� !�

 از���
�A ،l(� ه�4 ا*�  

 4�Y%W
� �'�2 l
��� ،���* ����5�eا4 �� �2'� را *�!� !� *�د، در� �%�#G!در(�ر�� �� در ،���  !�رد ���
l را @)� !� �
  .از2ن !�A �%�#Gاه� ��د


l ر�?'�W:� 4 ��زه_ �:Wا�& و%4�Y از�Aدش��� ،W:� 4�'?ر� �%�#G!ا4 !^�ل، در��.   
  ا�$ �A(�،» (�رت ���
:�«  ا�$ ��ال !�Iح !� *�د �� �A ��2(� !<���� درا%�Yء 2ن ه+& �� در��ر" ا!�Jن Aرد !G#�%� در!�

  ��� ��د؟
 �%�#G! ء�Y%اAاز �Y%ه� d�� � �� ا�� و �� ر��ع �%�#G! �   A، ه�!�A �� �%�#G(� ا%�Yء �Aد را ��ارد، %4�Y ازA ه���ام �

  . �� ���� ا%�Yء ، %�Y �:�دن 2ن !G#�%� در�Aدش ا�&�A[ ه�%�Y از� :�رت د�?�، �A(� !<�. ا�&
&+
� lا�:'�، ا� �%�#G!و &+
��ان %4�Y از. ��ا4 !^�ل، !G#�%� ا�+��'�، ا�+�ن �% �� �%�#G! ا�$ دوA 4�Y% ام�� m
 ، درا�$ �� ه

�� و ���A �Z(� ا%�Yء �Aد ه+���، !<��[ ا���+
  .از�Aد �

$ �A(� ا4 را دارا�& و در��
4�Y% �G از!p!   �%�#Gا�$ �A(� !<��[ را �R �� 4ا �%�#G! و _
!�� �A ،&ا�   

 » �)�A ل�Q�!p « _
!�� �!.  
 �)�A ل�Q�!ه�p �)�A ل�Q�! �'��+ا� �%�#G! را دارا�&، ��ا4 !^�ل �)�A $از�'�� ا�  p�� ا�+�ن �
 ا�& و !G#�%� ا�:'� !��Qل دن  از@

 �)�Ap&دن ا��� lا� �
  .  از@
 �)�A ل�Q�!دره�p �)�A ، p ،�*�� ��*را دا �%�#G! از2ن �Y%ه� �� ! �� ��
% ،�%�#G! ء 2ن�Y%ا l
    دال ��2ن ا�& �� ���

  .  ، د�Q& �� �)� ا;aق ! �� ه�%�Y از2ن !G!�� ،�%�#G#�%� دارد�Ap(�  دروا3Z، دا*�$. ���& �#� ده�
#G! د�A "در��ر �%�#G!از�Y%4 ه��� ��!G#�%� ��ا4 !^�ل،.  5
�د�%�، ;
d و�
 � از�)�A ه�4 د�?�را در��!�از;���، ��( ! 

  .ا�+��'�، ا�+�ن ��دن ���Z ا;aق �
+& و ا�$ !G#�%� ا�+�ن �
+&، ا!� ا;aق �A(� ه�4 د�?� ��2ن �)� �#� *�د
 �%�#G! ء�Y%درا ]��>! �)�AA د �:�دن: %:�ر�+& از�A4 از�Y% .G! ��2 �� �8 *�د>! �J� %4�Y از�Aد ا�& �� A#�%� ��ا4 ا�

  : G! �R#�%� ا4 را از�4�Y%�e از�Aد ��دن �� %4�Y از�Aد �:�دن ���& !� ده�4�Y%A از�Aد �
+&، ���� د�� ��2 ���
l ا%�Yء 
١ ( �:

l ����� �� ه#�ن (�رت ������ �%�#G!�5اAY% ،د�A ء�Y%ا ]��>! �)�A �
�� �4 از�Aد ��*�، �Rن ا�$ ا!�!���� ا�&، از@
A ء�Y%ا ]��>! �)�A �Y% ،�:
��� �%�#G! �G

+& و ازA �%�#G! �G�2 ا�&، در��� A&+
  . %4�Y از�Aد �


 %4�Y از����A ���� دا*& �� درا���G �#� ��ان ��
�5 �G��R �� &ن � &+
 �� در��دار��" ه#� !G#�%� ه��� �� 4�Y% A از�Aد �
��، !� *�د�+
  .%4�Y از�Aد �

�� $

$ %����Y ازA %	& 2ن ا�& �� ه#�R ،�:
��� �%�#G! �� د در��2، �� ��ل *�ن�A &��Y% �� A�:
��� �%�#G! د، ز��ا�* �! l	� ، 
�Y% $زم ��ا4 ا�� ]��>! �)�A ��&ت دارد�����!  . �%�#G!A �� د �:�*�، !� ��ا���A4 از�Y% �� �:

 از����$ �� (�رت ���� �'�� 

  .%�A &��Yد در��2
٢ (�� �%�#G!�54 ازا!� ا�Y% ،د�A ء�Y%ا ]��>! �)�A �
  !�ا��A ]��>! �)�A �� pد �:�*�، �Rن ا�$ ا!��
l �����، از@


:�، %A �Y ا%�Yء ��� �%�#G! �G
  . %4�Y از�Aد ا�&A ا�& و از�G�2 ا�$ ��
A �%�#G! �� ��2 �! &��� �Gا�&، در��
 �)�A �:

_ ��ر�� A  را ��اp �%�#G! 4ا���ن ا!�Jن �>�ر�� (�رت ����  ���P ا�$ ا�& �� ���
�Q�! lل ه�4 . !� �



 ٩

 �)�Apر�� دارد؟�) �R ،d	�8! 4ه� �
    از@
  ا�$ د��Q'� ه#�ن .  ه+�����Aاu��� 4 �� ا�$ ��ال، !'#���$ ���J ���� �� د��Q'�4 ه�%�Yاز!G#�%� ه��� ا�& �� �Aد %4�Y از

�
@ê �)�A قa;ا�& وا�e� رد�! �%�#G! pه� دا �%�#G! $ا���  &��'�Q�  .ل �� �)� ا�$ د
   از@
� ا�+�ن ��دن ا�& �� �� ! �� �)� د�Q& ه�%�Y ازا�$ !p�%�#G ا�&، !��Qل ��A �)�Aا4 !^�ل، !G#�%� ا�+��'� �� %4�Y از

�� را ��ا��س د�Q& !<���� در���5��� ا�&،، !G#�%� ا4 ا�& �� ه���Aه�%�Y از. در!�رد �Aد !G#�%� ا�&
����ا�$.  ا%�Yء ! �،  
  . و��د داردAد�p:;�� &Q �� *#�ر! �! 4 �%�#G	p �� �� *#�ر


� ازا%�Yء !�a ،b ، c ، ... �%�#G<�ن !� ده
_ �� ه�  > …,a,b,c<  را �� (�رت Aد�Q& در!�رد ا%�Yء ا�$ �� *#�ر@ ��A را   
��� �! $
 !.  

 �)�A ل�Q�! �� ه��� �%�#G!p�� دال ،�����)� د�Q& ه�%�Y از2ن در!�ر  ه+�*�� �! �%�#G! د�A ل ه�4 . د�Q�! ،�?رت د��:% ��  
 �)�Ap 4ه� �
  .در��ر" 2ن !G#�%� ه+��� ... a )  �(�a (  ��¬b ��  ¬c¬دال ��  ... a  �� b  �� c  از@

 �)�A ل�Q�! �%�#G! $را ���& ��ه�، ا� �
��، ه#�ن @
 ! �
اه� ��د ��   از2ن @
� p�Aاز��e�>�ر��، ا�5���
l ا%�Yء !G#�%� ا4 از@
�� ا!�Jن . دال ���)� 2ن @
� در!�رد 2ن !G#�%� ا�& ! �� �

_ �� �)� ه�@�
�از2ن ��x� ê��ê $@�ل ا�5��ض �z 4ه� �
 @�ا�J� �Z از@

 �%�#G! 4ا�� �:
  . ��دا��A&A*�، �2?�" !� ��ان �� ��ر�� ا!�Jن و��د �� (�رت ���
�� در
 ! &Q�
_ �� �� �)� د�����ا�$، ��ض !� �� �)�A ل�Q�! l:� �� ص�A 4ا �%�#G! "ر��p دن�� ê �%�#G! 2ن ،$
 ! �^
 2ن !G#�%� از@

� د�Q& را از!
�ن �� *#�ر @
� !#��x|� ،$Jد� �Zا�@.  
 �)�A ل�Q�! 4ا �%�#G! �
�   (�دق ا�& و ا�$ !G#�%� @�ا�J� �Z ازa¬  ��*�، درا�$ @�Q& ��ا�$ !a �%�#G  از@
� ��pا4 !^�ل، ��ض �

�Q�
� از دz ه� �
�� از!
�ن J#! 4�'a$ را از!
�ن ���� @ �  >b,c,d,…  < د��x� �! . �Y% �� ه��� �%�#G! �#ا�5 ا�$ ا!� در��ر" هA   
  .ه+���، ه#���� ���	� ز��ا!�Jن ���x ��*�، �2?�" ��ر�� ���
l د���x� 4�'�Q��� J#! ،"�*$ !� *�د

                    
� د�Q& از!
�ن                         � �Zا�@ $����x�         ê> b,c,d,…  < � ق�)  ¬a �%�#G! در��ر" 2ن  � �)�A ل�Q�!  p �
   a  از@

                                                                                                    
                            �� �Zا�@ $����x�       ن�
    b   از@
��Q�!  pل �A(� �  در��ر" 2ن !b �%�#G¬  (�ق � >  …,ê> a,c,dد�Q& از!

  
� د�Q& از!
�ن � �Zا�@ $����x�                                ê>   a,b,d,…<  � ق�)  ¬c �%�#G! در��ر" 2ن  � �)�A ل�Q�!  p �
   c  از@

                                          .                                            .                               .                              .              
                .                               .                              .                                                      .                              

.                                            .                               .                              .                                                        
                                                                            

�� @�Wc �� *#�رد�Q& ا�& �� @�ا�^��� (�رت ���
:� @�(� از
% ،�
l �� *#�رد�Q& !���د در�#& را�& ���	�، ��Iر�>�ر����

�ن �Aاه� ��د)  �<���  و ∧( » ∧ a ∧ b ∧ c ... « (�رت � ���Z . ه��& و $

:� !G#�%� ا4 ا�& �� *�!� ه#� ا�$ %��� �%�#G!

A �� از2ن�Y%ه� ]��>! �)� » ... a ∧ b ∧ c ∧ «دن !<�8 !� *�د��.  
 &Q�
$ ه�4 ا�$ ! ،�%�#G���Z د% l
   ��*�، G! "�?�2#�%� ه#� ا�$ %
$ ه� ���Z د�Q& ه�%�Y از 2ن ا�&، � ��»∧ a ∧ b ∧ c ... « ا�5 ���

 » ... a ∧ b ∧ c ∧ «¬&در��.   در��ر" 2ن (�دق ا� �%�#G! �� &2ن ا� ��    pدار��" ا�$ %
$ ه�، !��Qل �A(� ا�$ ا!� �� ! 
 �
  . ا�&��Aدن ا�&، در��
�G ا�$ !4�Y% �%�#G از» ∧ a ∧ b ∧ c ... « از@

 �:
  :ا�$ *
�" ازا�$ �Zارا�&.  ا!�Jن ���xا�&a%Aو" �� روش ��ق، روش د�?�4 ه_ ��ا4 ���& 2وردن (�رت ���

�ت �	� ا%�Yء - %�م-� ا�$ �A«� ���* �! �8>! 4 �!�'(! ،�)�A(� ! ّ�ف« ، �� Aا%�Yء ه�!G#�%� از)�/A�� �� &ا�   

��� �! &Q�  .د

_، �A(� ! ّ�ف 4 ���& !� ��2�� l

�ت را ���5��� و �� ه_ ���)�/Aه#� �� � �اد4 از ،_

$ ه�4 وا�� ا�$ . ا�5ازه���ام ازا�$ !)�ه%

 �%�#G! �:
  . ا�&�AA(�، در�� !�Z �%�#Gار!� 5
��� �� (�رت ���

:�، !��Qل �A(� ا�5 ���� �%�#G! "�?�2 ،�*�� �	)�@ �)�A �Z�� ،4ا �%�#G! $
�R 4ه� $
% l
��p اه� ��د و�A �)�A 2ن �
  از@

 &��Y% �� �G
  .  در!� A��2در��
 �%�#G! �:

��� ���� دا*�� ��*� �� �� %��A &��Y ا�$ ���
l، �<�ن داد�_ �� (�رت ���)�/A �R ،�  . درA��2، از��e�>�ر�


$ ��ض !� *�د �� �� (�رت ���
:� �'��� ا�&���R ،_2ورد� &��� ��� %:�رت . �� ���� دا*& �� در!�رد (�رت ���
:� ا4 �� در��
��G �� (�رت ���
:� ����4 �#� *�دAد�?�، ���
�G! lد ا%�Yء ! �:
��� �%�#G! �� .  

 �:
��� �%�#G!A �� را Ā_
   .& ا�G! A#�%� ا4 !�)�وت ازĀ.   �<�ن !� ده
  

  . ا�$ %��Y&، ��رادو�
 را�� را از!
�ن ��!
�ارد و Ā∉Ā "�?�2 ∈ A  Ā در*�ح ��ق د���_ �� ا�5: ��ددا*&

� ا��/�رت �A ،A(� !<���� ��ا4 ه#� ا%�Yء Ā ذ��ا�$ ��B ��Jور4 ا�& �� �A(� !<��[ ا%�Yء zز��ا در ،&+
  »ه#+���« ا�$ �

��G �� ا�$ ��
�G !� *�د ��A ��  Āا%�Yء !  Ā∈Ā ⇒ ∈ A  Ā�G
  . ��*�A �#� ��ا�� %4�Y ازĀ ، و �� ا�$ ��
Ā4 از�Y% �
Qا�$ د �� A ء�Y%ا ]��>! �)�A �� د�* �! Ā�%�#G! در!�رد  Ā &+
  .(�دق �
  
  
  
 



 ١٠

 
��ان (�رت ���
:� !G#�%� را��∅% ��   


$ ا�$ ا.@�ل �� ��ر�� �� @��A &Qص از(�رت ���
:� !� ��داز�_
، %4�Y از�Aد ا�& ��                                     �e@a!  �%�#G! ���!A *� �� ��ا4 � 
�%�#G! &
 Bو ���� ،&+
  .  !<�8 �5ددA @�(� از���
l ا%�Yء  4�Y%4 از�Aد �

 ����! ����>! �)�A وا�� ���� �:
��� �%�#G! ء�Y%ا »xدن��  « �:
��� �%�#G! د ��دن �� �:�دن�A4 از�Y% از 2ن 
�� و �*��  

$ ا�& و �|
 از رو4 2ن !� ��ان در��ر" !G#�%�   ��دن، xز@
� ا
 � ���ZA �* "داد ~
B�� aً:Z �� د�#� � IZ _J@.  

 ]��>! �
@x4دن ��ا��  ]��>! �)�A �� ه��� $

�ز �� %� ،�:
��� �%�G! xدن دارد��  . �%�#G! ء�Y%ا4 ا�� ����>! �)�A $
�R

:�، �� (�رت ��� » ... a ∧ b ∧ c ∧ «ا�&،��دن  .  


$ �A(� ا4 ا�&، �R "���� 
J �ا�5 �� ���� �� و� & و �� *#�ر4 د��Q'��� �� ا�$ �A(�، در��دار��" �2'��&، و��د %
$ ه��� را �� !
&+
� �'� WG� 4ا �%�#G! ،�:
��� �%�#G! ه#�ن �� �)�A $ه�4 ا� $
  .��!#J$ ��ا�
_، G! "�?�2#�%� در��دار��" %

�%�#G! ،$ا������ !G#�%� �'� ا�&�� ��
$ د��4 ه
4�Y% m ��ارد، � �R �� �:
���  . �� �G�2از∅∉∅   �:
��� �%�#G! ،�?رت د��: � ��  

:� %4�Y از��� �%�#G! �G
  . %4�Y از�Aد ا�&A ا�& �� ا�$ ا!��� ! �� 2ن ا�& �� !4�Y%A �%�#G از�Aد �
+&، در��

��Q�@ �'�� ��Q�@ $
�R �� د�� ���� ���� ��:Qاردا�
در��ر" ���� ا!��J'� � �اً .  �Aص از(�رت ���
:� ا�& �� ��رادو�
 را�� را از !
�ن ��!
(� ��&(5 _

� ��A $8اه/.  

�:� ا4 ! ���� دارد� �:
��� �%�#G! $�+دا� �'� : �:
  از ��e �>�ر�� ا%���Y را در��دارد �� ه�%�Y وا�� �� *#�ر A �)�A(�رت ���

$ ا%���Y . ا�&�R �R�5رت ا!�4 ا�/� ���� !�eا!� از� ،&+
� $J#!�� �Bر�� �eاز� ���* �! d�� � �)�A &��'� �� �� ��� ه��


��Q در!� ��2A ���* �� ه�م�! .  

:�، در�'�ن واZ � و��د ��ار����� �%�#G! ء�Y%ان ا��
$ �A(� ا4 � �R ه�4 وا�� $
����ا�$، %�.  

 ��A��
:�، از��e ز�:��� *��� �%�#G! 4 �'� ��دن�Y% ان��% �� �'� �%�#G! �� ا4 را "oو� ����
W در�Aر ���� ا�&، ز��ا %#	�Jد ! �
��" ��رادو�
 را��Aو در%
$ @�ل (�رت ���
:� !A  �%�#G -از�  . !� �8<�- و ��;�ف �

                                                                              
                                                                           ***          

،�*�� �'� �%�#G! �� ،�:
��� �%�#G!�5د���_ �� ا �%�#G! ر���� A را�� ��2ن !� *�د 
  Aدر��ر" !G#�%� . و ��;�ف ��دن ��رادو�

l �'� �� ���� ا%�Yء از;�ف د�?. در@�G! �!�* �� ��Q#�%� �'� ا�&، @4�Y% �� _J از�Aد ��دن 2ن !� *�د��� ،�A �%�#G! ًدا�G! 

 �:
  . ���& !� ده�A�'� را �� %��ان (�رت ���
�:
   ��*�، در!�رد 2ن �R !� ��ان 5)&؟A ���'� ��*� و در%
$ @�ل %4�Y از،@�ل ���� د�� ا�5(�رت ���


:� �'� �:�*�، در���� �%�#G!�5ا�� !� *��_ �� ر�<� !<�����ا�! �J>! دار��ر" 2ن �� دو :  
dQا (4 از�Y% �� ه��� �%�#G! �� p	 �! 4 �)�A &��'� �� �� �G�2ازA �:
��� �%�#G! ء�Y%ا ]��>! �)�A در���& 2وردن �� ه+�

  دQ�A& دار��، ا�$ !+>	� !�Iح !� *�د �� ��2 از رو4 ا�$ �� �'��& �A(� !� ��ان �� �A(� !<��[ د�& ���&؟
�� ��
�!#J$ ��ا�
_، درا�$ � :�رت د�?�، ��2 ا�$ ��ر �
�ز!z ز ��ا4 2ن�

� ز!�ن �� �'��& !�رد �Q؟ ا�5ا�$ ��ر را �� د&+
 ز!��� ��!��ود �

���� �! �
	,� �'� �%�#G! �� �� �:
��� �%�#G! �G

:� �)� !� *�د و در����� �%�#G! ء�Y%ا4 ا�� ]��>! �)�A و��د &Q�@.  
 v:��! ز!�ن �� �:
��� �%�#G! دن�� �'� ،�G�  .!� *�ددرا�


:� ) ب��� �%�#G! &��Y% �
Qن !� *��� و �� د�

:� ���'� ��*�، ا%�Yء 2ن %
$ ه��� ه+��� �� �� �A(� ا4 !<��[ ���� �%�#G!�5ا

:� را �� ���� ا%�Yء Aدر��� �%�#G! ًدا�G! ر��د و�J� 4�?د� ]��>! �)�A را !� ��ان ��ا4 ���& 2وردن �)�A $
 @/�ل  ��اA4، ه#

��� �%�#G!د�#� l
��� ���� �:
.  
�� !� *�د و د�Rر ��ّ
�داc#� و�+�4�G �� ����ن ��ا4 د�& ����$ ���

:� د�& ���� �%�#G! ء�Y%ا4 ا�� ���'� ]��>! �)�A ،l
�� ا�$ ���

  .�� 2ن !� *��_
  : دو را" ��ا 4��pc 2!�ن ��ا�$ !<aJت و��د دارد


:� ���'� و ! 
$ را �� %��ان �) ١��� �%�#G! و��د_���x|� �)ا � .  
 �:

	� را دارا�&) ��x5ر��"(  ا!�4 ا�� A��aدرا�$ @�Q&، (�رت ���#J� و ���'� �J* ،�:
��� �%�#G! �� _ا� �����x� 4��� �� ا�& و .


:� �'��� �� ����ا%�Yء ��� �%�#G! l
��� �)�@ ،��Q�@ $
�RدرA&+
� ���'� �:
��� �%�#G! ه#�نWG� 4ا �%�#G! ،.  

:� �� 2ن � ���A ،���* �! d(� ا4 �� �
�ون از �� %:�رت د��� �%�#G! ء�Y%ا4 �� ا �)�A ا�_ �� از�)� �����x� ا(� ���ان �% �� ،�?�

  . ��*�، @�(� �#� *�د �� در���
�G! lد، �A(� ����4 را ا��Gد ���A ا%�Yء !G#�%� ه� �! 4	�Aê �� p(� ه�4 ! �ف
٢ ( �%�#G! d�� � 4زه��!A�eن در���R را �*�� �'��� �:

$ (�رت ����R ء 2ن�Y%ازا �J� �� _��
?�.  

 �%�#G! رت د�?�، ��ا4 *#�ل�: �A! و _��* �c�Z &ود���! �eود در���2ن را ��! d�� � 4زه��_��
?� . ���G�!��ود�& � ��)� !

:� !� *�د و @/�ل 2ن �� ا!�4 �� ����ن ��ل �#� *�د��� �%�#G! ء�Y%ا ]��>! �)�A ار*�ن������ . l��! �(�� � 4ود�& !�زه���!

l

:� �� ����ا%�Yء ê!� *�د �� @�(� ������ �%�#G! Aا����ود��وض �(! �:
  . ، از(�رت ���
 $
�� و �� ه#�+
در��x�! �#��A!� *��_ �� (�رت ���
:� ا�� ��a و (�رت ���
:� @�(� از!��ود�& !�زه�4�Y% ،d�� � 4 از�Aد �

 �%�#G!4 از�Y% �
QدA��* �! �.  
  

   و (�رت ���
:� 2ن)(Aرا�G! �I#�%� را��
،�G�
p ��4 !�رد ��ر�� �Zار!� ده
_ را ��IردĀ ) وAرا��I (  و (�رت ���
:� 2نA را�G! �I#�%� درا�Z.  

 �%�#G! "و !'_ 2ن ا�& �� در��ر �	ا( ��J�A ��   »ه#�ن (�رتê  « �%�#G!Aد ��دن �� �:�دن 2ن را�A4 از�Y%د و�� _J@ ان�� �#� ، 

$ ا!�l��! 4 ��وز ��رادو�
 را�� !� *�د. ! 
$ ��د�R �� &2ن ا� &	% :  

��4�Y% ،A از�Aد �
+&، A  �� ه#�ن (�رت AاJ@�5_ *�د �� � �! U,� را _J@ �� ��2د در�A &��Y% �� ���� . 



 ١١

  � �� %��Y& 2ن  (�ر�� � %4�Y از�Aد ا�&، در��
A،��+��� �G  �� ه#�ن (�رت �Aف د�?�، اJ@�5_ *�د �� !G#�%� از;
��� �! U,� را _J@ �� ،�*�:� د�A4 از�Y% ،&در2!�" ا�.  

 �%�#G! �:
����ا�$، !�e@a !� *�د �� ا���اء ���� (�رت ����A د �:�دن�A4 از�Y% �� د ��دن�A4 از�Y% ا��س�� 
 را ! 
$ ��د و �|
 �%�#G! "در��ر ،�:
��� �%�#G!Aد�� _J@  .  

��#Bر�I� ،�:
  .  ه�?�م @J_ ��دن در��ر" ه�!G#�%� د�?�4 ه_ !�Iح ا�&!+>	� (�رت ���
�� (�رت ���
:� !G#�%� را #Bر�I� ،_
c�#� _J@ �'��+ا� �%�#G! د ��دن �� �:�دن�A4 از�Y% "در��ر _
��ا4 !^�ل، ه�?�!� �� ��8اه

_��
5 �!�eدر�.  
 �%�#G! �:
  �دا�& �� %4�Y از�Aد �
+&؟، %4�Y از��AA ا�$ ���
l، ��ال ا���� ا�$ ا�& �� ��2 (�رت ���

 �� � �:
��� �%�#G! ]��>! �)�A�5اĀ ء�Y%ا �� �)�A $ه�4 وا�� ا� $
% ،�*�� $
 ! Ā �8 !� *��� و �2?�" !� ��ان>! ،�� ه+�
  .از@
� �A(� !<��[ ا%�Yء @IZ _J � ��د  Ā در��ر" %4�Y از�Aد ��دن �� �:�دن

&+
  :�� ا��'#� از�� @�ل �Aرج �
١ (ĀA4 از�Y% &+
 %4�Y از�Aد A ا���Iر@J_ !� *�د �� !A �%�#G !� *�د و در��ر" 4�Y% A ازĀدرا�$ @�Ā∉Ā :(  &Q(�د �


+&A  ��ا ازĀدرا�$ @�G! &Q#�%� « . ا�&� .«  
�� %ê  A  « &��Yه#�ن (�رت«   �� %�A &��Yد در!� ��2 و �� ��Ā » ��ل *�ن«   �
 از�e@a!A !� *�د �� درا�$ @�Q& : ��ددا*&

�Aد *�د�Gا� UZ��  .د در�#� ��2 �� �
٢ (Ā&د ا��A4 از�Y% )Ā∈Ā :(  &Q�@ $درا�Ā4 از�Y% ا���� �#�  A "و در��ر �*�� A �%�#G! �� د�* �! _J@ر�I� %A 4�Y ا�

&+
  ». ا�&�A ��ا و !�#��W از�  !G#�%� اĀدرا�$ @�Q& « . از�Aد �

� @�e@a!A �#J !� *�د �� درا�$ @�Q&، : ��ددا*&Q��   د�A &��Y% �� �� د در�#� ��2 ز��ا�A &��Y% �� ،&در��ر" 2ن *�" ا� ��
  . ا�&W��#�! �Aاز�  ��ل !� *�د �� درا�$ @�G! &Q#�%� اA  �%�#G!  ، A �� Āدر2!�ن

٣ (Āد ��دن �� �:�دن دارد�A4 از�Y%�eاز� $
 !�� �(
	J� �� &ن ا���R  : ء�Y%ا ]��>! �)�A �� &در(�ر�� ا� &Q�@ $ا�Ā�   م و�#
 �G

+& و در��� $

+&�Ā#�ل ! � $
 !  . d
	J� ،&Q�@ $درا�A _J@ ا�& و $
 !��W
�  Aو  Ā��2 �!در p
	 � &Q�@ ��  .  

 » &Q�@ $درا�Aو  Ā_ا ازه_ ا�� و �� �� ه�� �� .«  
  


_Q�@ ��A& ��ق را !� ��ا�
_ از��� �
_ و ��زه_ �� ����� ���  : *�وع �
١ (A&+

+&4�Y% ،A از�Aد ا�& و%4�Y ازAرا�$ @�Q&، (�رت ���
:� !G#�%� د:  %4�Y از�Aد ��  . &Q�@ $درا�A و Ā   

  .��ا ازه_ ا��

� %4�Y از�Aد �:�دن �� %�A &��Yد در�#� ��2 ز��ا �� %A &��Yدرا�$ @�Q& : ��ددا*&Q�� A �� ،د�Aدر Ā 4ا �%�#G! �� ل !� *�د�� 
�� %�A &��Yد در4�Y% ،��2 از�Aد �:�دن 2ن »  Aه#�ن (�رت «  �� 2Aن ا�& �� ا�5 درا��A �� Ā �G%	& ��ل *�ن .  ا�&��Aا از

  .د�Rر���UZ !� *�د
٢ (A&د ا��A4 از�Y%  : �:
 %Ā 4�Yدرا�$ @�Q& .  در!� 4�Y% ،A��2 از�Aد �
+& و در��
A &��Y% �� �Gدرا�$ @�Q&، (�رت ���
  . ا�& و ��ا از2ن �
+&Aاز
٣ ( d
	J�Aد�A4 از�Y%�eا�& از� $

d:  ��دن �� %4�Y از�Aد �:�دن، ��! 	J� ،&Q�@ $درا� Ā _J@ ا�& و $
 !��W
�A و Ā &Q�@ ��  


p در!� ��2	 � . &Q�@ $درا�Aو  Ā_ا ازه_ ا�� و �� �� ه�� �� .  
  

�)aA : �%�#G! در!�ردA �%�#G! ه#�ن (�رت ��  Aد�� _J@ د �� در��ر" .  ، �#� ��ان�* �! l��!�!ا�$ اA ��   4 �G
ا�$ ��
_
  . %4�Y از�Aد ا�& ا�5 و �,v ا4�Y%�5 از�Aد �
+&G!A#�%� : ��رادو�+
�Jل ���

��UZ را از!
�ن ��!
�ارد، ا!� @IZ _J � در��ر" �! &
 Bا�$ و �:

$ ��*�، @J_ 2ن Ā ا�5.  �+�?� �
�ا !� ���A �� Ā�>�ر4 (�رت ��� !
 � IZ _J@ �G�2ا�& و از $
  : ��J ازا�$ دو @�Q& ا�& ���& !� A�� ��2ه_ ! 

١ (A�5ا v,� د ا�& ا�5 و�A4 از�Y% Ā&+
  .  %4�Y از�Aد �
٢ (A�5ا v,� ا�5 و &+
  .   %4�Y از�Aد ا�&4�Y% Ā از�Aد �


+& و در��
Ā _J@ �G ا�5� $

$ �#� *�د�I�Aر! 
$ درد�& �:�*�، J@ "�?�2_ 2ن ه_ !  !  . _J@ ��Q�@ $
�Rرت د�?�، در�:% ��A $
 !�� 

$ ا�&Ā  �& ا�5 و �,v اJ@ �5_ا !��.  
  

�:
3# ���4 �>�ر4 (�رت ����  
p
Z�� 4 و��� 3#� �� ،�G�
_و ���A از��:� ه�4 2ن را رو*$ �� !Q�I:� �� در��ر" ا�$ �>�ر4 و��د دارد، !� ��داز�_ درا��ا!� �
P از2ن . !� �
  :ذ���� !,�!� �Bور4 ا�&

 �%�#G! در!�ردA $ا� �

^� %4�Y از�Aد ا�& �� %4�Y از�Aد �
+&؟، ا���اء ���� ���@ �Rاز �%�#G!  
  . %4�Y از�Aد �
+&،��ا4 !^�ل، !G#�%� ا�+��'� از@
� ا�+�ن ��دن

 �^
@ $
�R�5د �:�دن« ا�A4 از�Y% «،د �:�دن�A4 از�Y% �
  ��ض *�د و 5)�� *�د �� ا�$ !G#�%� از@
a (&+
�� ه�%�Y از. !���د ��*�Aدره�%�Y از!G#�%� درا��/�رت، ا�$ @
� درا���اء ���� : %4�Y از�Aد � � A ،  
  . را دارا ��*�» %4�Y از�Aد �:�دن« 


+& �� Aا!� @
� %4�Y از�Aد �:�دن، ا!�4 �
+& �� و�� !<��[ ه#� ا%�Yء � ���Gا� &() � ��*�، ز��ا %4�Y از�Aد �:�دن �
#G! �� �

& دا*�� ��*� و �� �)� 2ن �� ا�$ ��
�G ر��
% ،�Y%دره� �%�A&+
�� ا%�Yء در��ر" �� .(  %4�Y از�Aد �
% ]��>! �
@ �(�

&+
5
�4 !� *�د �� 2ن !4�Y% �%�#G از�Aد � �G
��G �� ا�$ ��! ،�%�#G!(.  
 �%�#G! د �:�دن�A4 از�Y% ،l
  . از@
� %4�Y از�Aد �:�دن، ���رx5ا*�� !� *�د��A ا�$ ���



 ١٢

�A4 از�Y% �
 د �:�دن،@�ل ا5�5)�� *�د �� ا�$ !G#�%� از@
b (&د ا��A4 از�Y% : ء�Y%رت، ��زه_ و�� !<��[ ا�/�دارا ��*� �� ���ا�� %4�Y  ���� 2ن را A ا�& �� �Aد %4�Y از�Aد �:�دنAدرا�

  .*�داز�Aد 

& ��ارد �� و�� !<��[ وا3Z *�دAا!� ا���G ه_ %4�Y از�Aد �:�دن دره�%�Y از�

+&؛ xQا %� ���Gا� �)�A �� ،.����>! �)�A 
�  

5
�4 ) �� (�ق( و��د.(  �� دا*�$ 2ن %4�Y از�Aد *�دAو��د ��ارد ��  �G
��G �� ا�$ ��! �%�#G! ��� ا%�Yء در��ر" �
% ]��>! �
@
  .)!� *�د �� 2ن !4�Y% �%�#G از�Aد ا�&
 �%�#G! د ��دن�A4 از�Y% ،l
  . از@
� %4�Y از�Aد �:�دن، ���رx5ا*�� !� *�د��A ا�$ ���

  
4��� 3#� :dQض ) ا���5د�� ��  �e@a! l
��ان @
� �� A ]��>! �)�Aه�%�Y از!4�Y% « �%�#G از�Aد �:�دن« �� ا�$ ���% �� 

+&Aا%�Yء ���x� ن�J!2ن .  ا �� ���G& 2ن ا�& �� �� (�رت ا�	را�� !� *�د و% 

$ l��! ����>! �)�A ��وز ��رادو��R ض��


$ �A�� .��>! �)�Aرد !� *�د�R �� l	I! $ازا���5 ا� �Y%دره� �� &+
� ���Gا!�4 ا� ،��Aدا*�� ��*�، ���� �5دد &
�
%  �، ا(�ً
  .ا;aق واژ" �A 4(� !<��[ ��2ن ��!#J$ !� *�د


_ و و��د �� �A(� !<��[ ا����G را �|A ،_���xا�5@
� �� �A(� !<��[ !G#�%� ) ب�� �G�+� 2ن �Y%ا4 ه��� ���Gا4 ا� �)�Aرا در 
 &Q�@ �� �� ا�� !� *��_درا�$ (�رت�! $J#!:  

١ ( ،�:
��� �%�#G! �� � �)�A $ه�4 ا� $
  .��رادو�
 را�� ��;�ف !� *�د:  در��e �5��� *�د∅!G#�%� در��دار��" %

$ @���Q، و��د �A(� !<��[ ا��Jر �#� *�د �	�J و��د %
$ ه�4 وا�� �A(� !<��[ ا��Jر!� *�د�Rدر . &��'� �� �� ]��>! �)�A


$ �A(� ا4 ا��Jر *�د ودر ��
�G و��د �A(� د�?� �
�ن !��R ه�4 وا�� $
  .!� *�د%
٢ ( ،�:
��� �%�#G! �� � �)�A $ء وا�� ا��Y%در��دار��" ا �%�#G! »$
  .��رادو�
 را�� ��;�ف !� *�د:  *�د در��e �5���»���'� و! 

��ان �� ا(� ���x��� *�د �� % �� �� $

$ @���Q، و��د ا�$ !G#�%� ���'� و! �Rدر �%�#G! d�� � 4ن در!�زه��* �c�Z &ود���! �G
��A  
  . �	,� !� �5دد

%4�Y از�Aد )  ا�&��A ه#�ن �A(� !<��[ ا����Z ���G ا;aق �� ه�%�Y از(  از@
� �A(� !<��[ ا%�Yء �AدĀ اQ�@�5&،درا�$ 

+& و در��
4�Y% ،�*��A _J@ �G از� Aر�+& از�:%  :A&+
  . %4�Y از�Aد �

 %A 4�Y:  %:�ر�+& ازAو در��
J@ �G_   در!� �A��2(� !<��[ ا%�Yء �Aد، %4�Y از�Aد �:�*�، �� %��Y&  از@
� ĀAا!� ا�5
  .از�Aد ا�&

  
 ê !� *�د، ���� ���� دا*& �� ��Iر�	�، A]��>! �)�A  ��دن و از رو4 2ن @4�Y% �� _J از�AدĀ∉Āدررا���Q�@ �� �I �� : ��ددا*&


:� وا3Z !� *��� و !��Y% ]a& در» %
$ ه�4« ، ا!� ���Z ا;aق ا�&Aا����G ��ه�%�Y از��� �%�#G!8/ً� در>! �)�A $وا�� ا�A   
&+
� ���Gا� ]��>! �)�A .  

����ا�$، �:��� ا�$ ��دا*& ��در�& ا��Gد *�د �� ه�%�Y از�A�:
��� �%�#G!WG� &را دارا� ]��>! �)�A  ) �
Q��Ā∉Ā ( �G
�� �G�2و از ،

$ �A(� ا4 �: �5�& ���R4 از�Y% ا���� �#� �:
��� �%�#G! �� &��5 �G
�� �� &+
� ]��>! �)�A �A �� ����>! �)�A ز��ا ،�*�� 

 �� ا%�Yء J@ A_ ��د �� ��
�G �5�& �� ه�%�Y از!A �%�#G دارا�&، ��2ن (�ق �#� ��� و در��
4�Y% �� �G از�Aد �:�دن Aه�%�Y از
 �G

:� ه#+�ن ا�& و در����� �%�#G!Ā∈Ā2د �:�دن   و از�A4 از�Y% �� �G�Aد�� _J@  ."از��دا*&  وه#� ا�$ ����� ا*�:�" ��د �*�� 


� ا�&Qدر�& او�� ).#G!در ���� �:
  .) ��ل *�د�AAد �:�*� �� �� !G#�%� ا4 ��ا�A  4د %4�Y از-�%� ���
  

:�، ��Iر�#�م و) ٣��� �%�#G! �� � �)�A $ء وا�� ا��Y%در��دار��" ا �%�#G! �� _���x|�&+
� ��  .  �#�ل و ! 
$ د�& ����


$ !� ��ا�� �
�ن *�د�R �%�#G! $دن ا��� �����

� A@/�ل �A(� !<��[ ا����G �� �� ه� %�Y از: %	& د�& �Q�� ،�*�� قa;ا ���Z   
  . ��ا��س d�� � �'�2 !� *���، ا!�4 �� ����ن ا�&A و در��
�A �G(� ه��� �� ا%�Yء ��A *#�ر��دن ا%�Yء 

�� ��ل !� *�د �� ������ ��ا4 2ن �
+&�� ا�$ ��A�� 4�!ا �� ]��>! �)�A ء وا���Y%در��دار��" ا �%�#G! ،l

$ @���Q، و��د . ���Rدر
   ��Iر! 
$ Āدرا�$ @�Q& . ا�$ !G#�%� ا��Jر �#� *�د و %#	?�4 �� ����ن ��ا4 ���& 2وردن �� � :�رت د�?� ���A$ 2ن در����ن ا�&

 _J@ و &+

p در!� ��2 و ��ا�$ ا��س @Ā�  _Jدرد���س �	 � &Q�@ �A&+
� ��x� ن�J!ا � IZ _J@ در!� ��2 و p
	 � &Q�@ �� .  
�

$ �A(� ا4 اn'�ر�� ������ @/�ل a% ]��>! �)�Aو" ��ا�$ !��l !� *�د �� ���ان در��ر" و��د %�R ء وا���Y%د� ا�� � IZ�e�.  


$ ه�4 وا�� ا% ��2 �� &+
�$ �A(� و��د دار�� و !G#�%� در��دار��" �2'� ���'� ا�& �� %
$ ه�4 وا�� ا�$ �A(� �� %:�رت د�?�، !<�8 �
  و��د �Aر�� ��ار�� و!G#�%� در��دار��" �2'� �'� ا�&؟

�� �� ���ان در��ر" » ب« ه� �� از �� @�Q& ��ق ازRرا�� ��;�ف !� *�د، ه� 

~ �Aاه� ��د و ��رادو��) ،���* �����x�A   
� _J@ � IZر�Iد��.  

، ا��Jر و �)� *�د، �� ا�$ ���
���Z A l ا;aق ��*�، �� %��ان @
� !<��[ !A �%�#Gا�5 و��د �A(� !<��[ ا����G �� ��ه�%�Y) ج

W �)� و ا��Jر !� *�د� �:
��� �%�#G! �� � �)�A $ء وا�� ا��Y%در��دار��" ا �%�#G! 8$ 5)�$ از: و��د� ،��Q�@ $
�Rدر  

�� !� *�دAدن %4�Y از�Aد ��دن �� �:� ! �� ��8� $
�R ا�& و $J#!�� .  
  

��
���
� &
 Bو  

& ذ�� �� !,�!� �Bور4 ا�& Bن ا�$ و�
  :Z:� از�

 �%�#G!ا�5 ��ا��س *'�د4 �� ازA �%�#G! "دار�_، در��ر �%�#G! �
_، ��   ��IرA و %4�Y از�Aد ��دن �� �:�دن ��*'�د�YZ 4وت �
  :دو @�Q& ه#+�ن !�ا�� !� *��_

١ (Y% د ��دن�A4 از�A�� ا�$ �)� را �Qو _
��� %4�Y از�Aد �:�دن 2ن در��e را �)� � ! _��
?�. ،��Q�@ $
�Rدر A &
 Bو � در�
�� وا3Z !� *�د
���
��ان %4�Y ازA، ��ض Aدرا��4�Y% ،�G از�Aد ��دن . �% �� A ��  »ه#�ن (�رتê A « $ازا� P
  ا�& �� �



 ١٣

�� � ،_��* �#� ����! A	�J ��ا4A 4 ره��� ازا�$ ���4�Y% �� ،UZ از�Aد �:�دن ا!� ��ا. ���UZ 2ن را �<�ن داد" ا�_
���
� &
 Bو ��   
_��* �! �c�Z.  


_ و�Q ا�$ �)� را �4�Y%A از�Aد �:�دن  )٢��� %4�Y از�Aد ��دن 2ن در��e را �)� � ! �_��
?� .��Q�@ $
�RدرW
�  ،A &
 Bو �   در�
�� وا3Z !� *�د
���
� .�A4 از�Y% د �:�دنA ض�� ،A ��  »ه#�ن (�رتA «&ازا� �Y%ه� d�� � ل�#* �
Q�� �� A د�A در!�رد A،  
�� � ،_��* �#� ����! A	�J ��اA 4ا!� ��ا4 ره��� ازا�$ ���4�Y% �� ،UZ از�Aد ��دن . د�Rر���UZ !� *�د
���
� &
 Bو ��   

_��* �! �c�Z.  
� p
Zرا د ��
���
� &
 Bن و��
 ازا�$ !,�!�، ا��_
  .� !�رد ��ر�� �Zار!� ده

_
���، %4�Y از�Aد ا�& �� : ا�$ ��ر�� را �� �?�*� ���� �� ���<� د����� �z2ز!� ��+
G! ��2#�%� ه#� !G#�%� ه��� �� %4�Y از�Aد �
  %4�Y از�Aد �
+&؟ 


$ ا�&�R u��� :د�A ،�%�#G! $ا�ê�*�� ح�; ���Z �>��� $
�R �� د.  `���� ��ارد�Aê$ر!<�8  `��& �� ا��I� ،�e� رد�! �%�#G! �� �� ! 
  . �:�*�- ��ا4 ���& 2وردن 2ن-!���د ��*� و و��د 2ن �/�رت ا!�4 �� ����ن

��، ��Iر!<�8 درد�& �
+& و �8<� از�2'� ازرو4 �7�2 �� ازا�$ !G#�%� ه� درد���س » ه#�« �+
!G#�%� ه��� �� %4�Y از�Aد �
��A�� �?و �� %:�رت د� ��  . !� *��� و ا�$ ا!� رو��4 �� ����ن ا�&ا�&، ���& !� �2


�!#J$ !� ��زد ا�$ ا!�zد `��& و �'��� را�A �از;�ف د�?�، %�م و��د �� �Aد `��&، ��رادو�
 را . �� ����ن ���A?�ا����، و��د �
  .از!
�ن ��!
�ارد

  
�
YZ :و� ،���+
  .�د ��ارد�� (�رت `��& و �'��� ��اG! 4#�%� ه#� !G#�%� ه��� �� %4�Y از�Aد �


_ (�ر�� `��& و �'��� ��ا4 ا�$ !G#�%�: ��ه�ن ���A?�ا�����  :�A "�?�2اه
_ دا*&.  و��د داردA �/�رت !G#�%� ،��ض �
   . A∉A   "�?�2 A∈Aا�5) ١

 �R ،Aن ه�%A∈A �Yا�5 ) ٢� ،&+
��ان %4�Y از4�Y% A از�Aد �% �� A�� � ،&+
   . 4�Y% ،A∉A از �Aد �

�� �� ا�$ ���
l، ا!�4��! $
��UZ وا3Z !� *�د، �
 ��ض �Aد `��& در�& �
+&  درA `��& و! �! ��
 Bو.  
  

  :ن ��ق ��اQ�@ 4& ز�� ��Jر !� �2��از��ه�) ٢(و) ١( �<��_، ا����ل ه��A �� �c�ZA 4د `���� ��ا4  ا�5
��ان �� %�A ،�Yد\A@^،)٢( %4�Y از�Aد �
+& و �� %�A &��Yد در!� ��2، ا!� ��;:p ا����لA، )١(��ا��س ا����ل % �� ê A  4

 

$ %A4�Yدر��دار��" �
+& �� %4�Y از�Aد *�" ��*�، ��R "ان در��دار�����Zار!� 5
�د و �Aد را �� ) ١( !��Bع ا����ل ، � 
#�%� در��دار��"  ��Y% �� �7�2& در2!�" ا�&، ه#�ن !G#�%� در��دار��" �
+& و در��
G! �G)٢(%��Y& در!� 2ورد و ��ز ��;:p ا����ل 


�س، ا�$ رو�� ��Iر �� ����ن ادا!� !� ����) ١(!�Gداً !��Bع ا����ل Z $د و��ا��
  .�Zار!� 5
��، !�دود ��ا�
_، درا����ل �+
�� را ��اG! 4#�%� ه#� !G#�%� ه��� �� %4�Y از�Aد �
  ، )١(��Iر�	�، ا�5��ض و��د �Aد `��& و ! 

A∉A ا4 ا�& �� ه� �%�#G! "د �:�دن،  در��ر�A4 از�Y%����!G#�%� ازا�$ ��u را در��دارد ودر%
$ @�ل، در@�ل ����A *�ن ا�& و �
�� و �Aêد را در��!� 5
�د ا!� �� ا�$ در���5���A ،$د� �!�


� 2ن ��Qاو A ًدا�G! اxQ ،د را در����ارد�A �� ا4 !� *�د �%�#G! "در��دار�� 

  .ا�$ رو�� ��Iر �� ����ن ادا!� !� ���� �� در@�ل ����A *�ن ا�& و ��! 
$ !� *�د 4�Y%ê از!G#�%� ا�A �� 4د
  

 �����YZ �� !���ط �� �� � � �� ��2 �! &��� �G
 را !<�8 !� ��� A ا�& �
 از ر��Z ،3اره��Wء � �� ه�%�YازAاز��ه�ن ��ق ا�$ ��
��" �Wء !� *�د��� �� �A ) �ًcWن �� �� !�Iح ��د، �� ��cW *�ن  � ��اA �� %:�رت د�?�، ����YZ �� ��ا4 .و %#	�Jد 2ن !<�8 �

  .، ر�3 !� *�دAو %#	�Jد ���A ( $�A�� �cW� &'� UZ!<�8 *�ن 
 �%�#G! $
ّ �A د�A4 از�Y% �� د ا�& و�A4 از�Y% �� �%�#G! $دود ��*�، ا��! ��
ّ � $
�R ��Zرا�� !� *�د، و 
����G ��رادو�! 

 3Zوا ��
���
� &
 Bو �  .!� *�د�
+&، �	�J در�
  

�:
�� و (�رت ���
���
� &
 Bو  

� @Ā _JدرZ+#& ه�Z 4:� �<�ن داد" *� �� �A(� !<��[ ا%�Yء Qد $
�8 �
+& و �� ه#>!  Ā _J@ �G

A p  و در��	 � &Q�@ ��    


$ و درد���س ��ض !� *� و �� %	& رو�� �� �'��& ��اA 4در�
�ن !lQ�I درا�$ ��ر"، ا%�Yء . در!� ��2 ! aً!��  �)�A �� ل�/@

p در!� Ā�!2ا%�Yء !<��[ 	 � &Q�@ �� _J@ ، .  

 �%�#G!�5ل ا�@Aر�_ ��ا4 �7�2 �� از�R�� ،_

$ در��5�e��� و ا%�Yء 2ن را ��Iر ��!� درد���س ��ا�ّ � �Z�� را A درد���س ا�&، ���:�ل 
  .(�رت ���
:� �?�د�_
 $�A�� ،��Q�@ $
�Rدر ĀW� 4W
R 3Zدروا   $�A��Aو &+
� A و   Āل !� *��� و ه�دو در�� ���A�� 4�!ه� دو �� ا  ��
���
� ��
 Bو  

���* �! 3Zوا.  

J@ p_ !�)�وت ا�&، ز��ا در� 	
J@ p_، ا%�Yء 	 � �� ��
���
� &
 Bدا*& �� و ���� ����A���* �! ض��ه#?� درد���س   .  


_ ��درد�& ه+���، �z2ز!� �» �� @� !#��A ��  »$J ا�$ ���
l، از2ن ا%�Yء �  :ر�_(�رت ���
:� 2ن را ���& 2و 
  

                                 ١A′ ∈ ١A′ ⇒ ١A ∉ ١A′  ,  ١A ∉ ١A}       ..., ٣x  , ٢x  , ١x { =١A                                                
                                                         �                     �          

   ٢A′  ∈ ٢A′  ⇒  ٢A ∉  ٢A′   ,   ١A′ ∉ ١A′  ⇒  ٢A ∈ ١A′  ,   ٢A ∉ ٢A }  ١A′  , ... , ٣x  , ٢x  , ١x{  =٢A   
           �                         �  

   ٢A′ ∉ ٢A′ ⇒ ٣A ∈ ٢A′  , ٣A′ ∈ ٣A′  ⇒  ٣A ∉  ٣A′ , ٣A ∉ ٣A } ٢A′ , ١A′  , ... , ٣x  , ٢x  , ١x{  =٣A   
                                                                                         .                                                                         .                           .  



 ١C

  .                                                                         .                           .                                                                                                                                                     

١A از ���Y%اA��
l (�ر�'�4 ���
:� ′٣A  ،′٢A ، ′١A.  را در��!� 5
�د �� �� @� !#J$ درد�& ه+���� �� ١A ، ٢A ، ٣A��  . ه+�
�� و روا��A��  . v$ ه+���ê!�ا@	� از رو��...   ، ٣A ، ٢A ، ١A.  را �<�ن !� ده�Ā   و ��A�� A *�ن ���	�4 ��ق،
���
� &
 Bا%� و�Z  

A و   Ā د�A 4م !� *��� در���zر !� رو�� و �� ��%� دره_ اد�J�:  
١A اxQ ،&+
 �� ه#�ن (�رت  ′١A %4�Y از�Aد !� *�د و در��
١A �G �& و �� x5ر �� !�@	� دوم، %4�Y از�Aد ا′١A %4�Y از �Aد �

 �G
١���
:� �Aد را *�!� !� *�د و در��A′&+
� %4�Y از�Aد ��٢ �
+& و  ا�& �� %4�Y از�Aد٢A@�(� ا�$ !�@	� .  ا�A′ �� 
 �� ه#�ن (�رت ���
:� �Aد را *�!� !� *�د و ′٢A%4�Y از�Aد !� *�د و در��
��٢A  �G x5ر �� !�@	� ��م، . %4�Y از�Aد ا�&

 �G
� %4�Y از�Aد �
+&′٢Aدر���
�س ′٣A ا�& �� %4�Y از�Aد �
+& و٣A@�(� ا�$ !�@	�، .  ا�Z $
   �� %4�Y از�Aد ا�& و ��ه#
  .ادا!� !� ����

    ١x{ =A ,  ٢x ,  ٣x , ... ,  ′١A , ′٢A,  ′٣A … ,{     : را �� ا�$ *�J !� ��ان در��5 �e�A &از رو4 ا�$ ���	�، 
  


a%Wو" ��ا�� p��; $ق را �� ا��� �	د$، ����� �
   : !� ��ان � :
��ان �� ا(� ���x��� !� *�د% �� ،���'� �:
  ���x��� �<�د، ه�(�رت ���
:� �� ���& !� ��2،ا�5ا�$ ا(� . aً:Z د���_ �� و��د (�رت ���

  . ، (�رت ���
:� ����4 را ���& !� ده� وا�$ رو�� ��Iر �� ����ن ادا!� !� ���� Aدر���
l �� ����ا%�Yء 
�	)�@ �:
�Jر �� د�?��8$، ا� .*��& !� ��� Aدر!� ��2 و در��4�Y% A  $�A از�Aد �:�*�، �� %��Y& ،درا�$ رو��، ه��5" (�رت ���

  .ا�$ ا(�، ���xش @
�I ا�A�� 4?�ا���� ا�&
 در���
٢A′ �� lرا �� (�رت ���
:� ����4 ا�&، ���& !� ده� و  ′٢A ،  ٢A در���
l �� ����ا%�Yء  ′��١A ا�$ ���
l، در���	� ��ق 

�� و در��
�G ه� �� %Y...  و ′٣A  ،′٢A ، ′١A.  را ���& !� ده� و ا٣A′�A2 �Q، (�رت ���
:� ����  ����٣Aا%�Yء �+
�4 از�Aد �
  . !� *���4�Y%A از

  

$ *�J د�?�4 را ��ا4 : ��ددا*&�  :  !� ��ان در��5�e�&، �� %:�ر�+& ازAازرو4 ���	� ���، ه7#

}                                                                                                                   , …٣A , ٢A , ١A , ... , ٣x  , ٢x  , ١x{ =A    
  

  �G�  ، A �� ه_ در١Aو  ′١A �#� ��ا��� در���ر ���� ا%�Yء ا�$ !�Z �%�#Gار 5
���، ز��ا ��ا4 !^�ل %١A′  &��Y , ′٢A,  ′٣A … ,درا�
�� (  @�(� !� *�د′١A ∋ ′١A ا�& و از2ن ١A از ′��١A �:l ا���J دال �� �#��W و ��ا��  �١A′ 4�Y%  ا���� �#� 
از�Aد ا�&، �


�!#J$ ا�&)��*� 4�Y%A ازz ،.  
ارا�c �5د�� !�)�وت ا�&، ا!� ه� دو4 �2'� �� %��ان !G#�%� ه#� !G#�%� ه��� �� %4�Y از�Aد  Z �J* ��A:	� �� ��اA  4ا�$ *�J از

��، Z ���Z:�ل ا�&�+
�.  
  �� ���J?� را��I دار�� و » ه#� !G#�%� ه��� �� %4�Y از�Aد ه+��� !G#�%�« و Aا�����ج ��د �� !G#�%� ازا�$ !lQ�I !� ��ان ا���Iر

   �� ه���ام از دو *��x� �J��� *�د، ا%�Yء !G#�%� ه#� !G#�%� ه��� �� %4�Y از�Aد ه+���، ��Iر !��:A �� v: �� ه_ در� �!� ا��

 Aا%�Yء J%�� و ���* �! $
 !.  

 �%�#G!از �J* ن ا�$ دو�
! � IZ 3، ا���8بZدرواA ،ء 2ن�Y%ا �� ��
+& و ه���ام از�2'� �� !G#�%� !�)�وت را !<�8 !� �� $J#! 


�ن دو *�J از!G#�%� ه#� !G#�%� ه��� �� %4�Y از�Aد ه#� !G#�%� ه��� �� %4�Y از�Aد �! � IZ ا���8ب �G
��، !� ��*�؛ در���+

&+
� $J#!W
� ،��  .ه+�
  

�	G�! �%�#G!  
 �%�#G! ،&#+Z $درا�A5را ازد�� _
!�� �! �	ّG�! �%�#G! ا��" ا4 !� *�د �� 2ن را �cارا �� �G�! �� _
�� �! �
  .�" د�?�4 ��	

  .درا�$ را��I، دو @�Q& ا!�Jن ���xا�& �� ���xش ه���، ��رادو�
 را از!
�ن ��!
�ارد
dQا ( �%�#G!A،�����#� �! د را�A $�*رت د�?� در����ا�:% ��  »�	G� ر و�'n «د�Aêد 2ن  2ن در����ار��A �5��  ��5 ا�& �� ه+�
  .ا�&، � �� �Aد را �/�رت در����ار���5 در��دارد»  در����ار��"�Aêد« ، �
 در��دار��" 4 )ه+����5 در����ار��"( ا�&

_
  .��ا4 رو*$ ����دن !I	l، و��د !G#�%� !�رد ��� را ا!�4 �
�و�� !� ��!
_ و در��دا*�$ �Aدش را ا!�4 درو�� !� ��!
 ا!� �<�ن دادن ا�$ ا!� درو�� !+�	Wم ا*�ر" �
�و�� �� 2ن ا�&، � �� !� �، وارد !G#�%� !�رد ��� !� *��_؛��$ �� ا!�درو���ا4 د�& ��

_��* �! 3Zوا ��رد ��! �%�#G!ون از�
  .ا!� درو�� ��Iر �
�و�� !�G	� !� *�د: ه7#��ن در�

& ا!�Jن	��Z ،ون *��5 ا!� درو���
�êو�� �� ا!� درو�
  .�� ا�& ا*�ر" �

�� ê در��دار��" �A 4دا�$ �
�ن �� !G#�%� !�رد ��� در��دار��" ا!�4 درو�� ا�&، ا!��
�و�� 2ن را ��ا!�درو�� !�p:I !� ��زد؛ � 

$ ا*�ر" ا4 �� در��دار���5 2ن ا�&. در����ار��" ا�&�  .ا!� �
�و�� ��Iرا��'#�ن �� ا!� درو�� !�G	� !� *�د. ا*�ر" 4 �
�و�� ه7#

  
�G
  و !G#�%�، در����ار��" ) دوG! )�?��5#�%�، در��دار��" �A 4د در����ار��" ا�&:  !G#�%� !�رد ���، دو��5?� !�p:I ��ه_ ا�&:��
  ).ا�I:�ق و و@�ت( ا�&

 �	G� ،�%�#G! �� �?ا�& و از;�ف د� �%�#G! ���� p:I�
+&، �	�J ا!�4 !� �cW� 4�!رت ا�/� �%�#G! $در��دار���5 درا�

$ !G#�%� ا4 را �� ��!� �رف ا�&، . � ا�&در����ار��5�R »�	G�! �%�#G! « �%�#G! ��^�#� د�A\_
!�� �!  .  

  
��" ا�&�  :��ا4 در[ �'��!I	�J� �� ���� ،lت ز�� رو*$ �

١ ( �%�#G!4 از�Y% ،�*�:� د�A4 از�Y% �� �%�#G!ه�A&ا�  ._��
5 �! �eار" را در�W5 $ن ا���  \ �/�رت درو��G!A#�%� ^@ا�5: ا�



 ١E

  . ا�&\�/�رت �
�و��  4�Y%^ �%�#G! A از�Aد �
+&، 4�Y% "�?�2 از 
 �%�#G!ا�$ دو (�رت از ،�	G� ���eدر�AW
R �� 3Z,� !�)�وت از دروا	دو � v,� و ��
�ن و ادرا[.  !� ��*��Aه+��ê ,� !�)�وت از	دو � 

 �%�#G!Aدر ادر 
��G� 4 %�م "��  . ا�&Aا[ !n �%�� ،  �%�#G'�ر ��رادو�
 !� *�د �� �<�ن ده
 �%�#G!درو�� از �,	�A ،�%�#G! و���

+& و و��Z (�رت �� $
�R 3Zو�� ا�&، ا!� دروا�
��ان �� �	,�، �� �nه�!�#��W از(�رت �% �� 

4 �
<��از(�رت �
�و�� و��د ��اردW
R 3Zد، دروا�

+& و ��'� ادرا�� و. (�رت درو�� را در��!� 5� � Zا�$ دو(�رت، وا $
� W��#� 
  .ذه�� ا�&


�ن �
+&4�Y%  �%�#G!A از�Aد �:�دن� ���Z �%�#G! در درون ، )
  و 2ن را �,v �/�رت �
�و�� !� ��ان �
�ن ��د �� ) n'�ر ��رادو�
  .دال �� در��دار��"  در����ار���5 ا�&

 �%�#G!درA&+ه UZ��5
�د، � �! p	 � 2ن �� �� �(
���YZ و��د ��ارد، �	�J در��(� .  
J#! ز�� �J*l	I! $'_ ا��ا�& در $،�*�� "���� �#� .dQا �J*از � !� ��ان دو �	,� ادرا�� !�#���Q�A��  ، W"!�8وط "   �� %��ان �


 از*�J اdQ !� *�. �/�رت ا*�Jل ب دا*&��G�!�� ,�، ��%� ادرا��	ن ا�$ دو��
�&+
� $
�R dQا �J* ،3Zد �� دروا.  
  

                                                                                                                             
               )dQب    (                                           )     ا(  
  
  .2ن وا3Z ا��، �
$ درون و �
�ون !�8وط !<��[ !� *��� ' درون'ا�5!�8وط، ���Q�A در��e �5��� *�د، * �ع ه�4 دا��" �� : ��ددا*& 
 درون !�8وط ا�5!�8وط، ���� در��e �5��� *�د، * �ع ه�4 دا��"، در �� @�Q& در �
�ون !�8وط وا3Z !� *��� و در@���Q د�?�، در و

���* �! 3Zوا.  
٢ ( _
��5 �! �G���eرازا�$ 5)�� 2ن ا�& .  �#� *�د �� �� %�A &��Yد درA��2 وا�� �A(� ! �ف ا%�Yء A در����ار��" ا�&، Aو��Z درا�!

 �%�#G! ��A�ر�'n ،�5ا�& �� ا�$ در��دار�� �	G� $د و �� �:3 2ن در��دار��" ا��* �! �	G�! "ان در����ار����% �� &
!�#ê �%�#G! �	G�! 
�� !� �رف، �Aدش %4�Y از!G#�%� ��*�ا�&؛ ! �� �J�  . �� ا�

 در����ار���5 2ن !��l .���� دا�+& �� در!G�! �%�#G	�، در����ار��#% l��! �5	d�� � 4�? ا%�Yء !�A�� �%�#Gد �#� *�د) ٣
��
 ! d�� � د �#� *�د �� ��ا��س�A2ن در &��Y%،�5د W��#�! ء�Y%د ا�& ازد�?�ا�A ����J2ن در� W��#�در����ار���5 2ن در �J	� ،د.  

W��#�! ء�Y%ن �� �'��& ازا�
  .�#��2Wن �� %��ان در����ار��"، دروا4��J� �5�* 3Z 2ن ا�& ، �� در�Zار 2ن در!
��ان ا!����J� 4& �� ه
m در����ار��" ا4 از�	
& 2ن �Aرج �
+& �� از�5W��#�! �'�2دد و ��% �� �	G�! �%�#G! د؛�* ��A��* �(�� � 4W��#� 

  .در����ار��2W��#�! �5ن در�����J 2ن ا�&
C ( �%�#G! ،4�5 �	G� در����ار���5 ��ا��س $

  : را �� دو(�رت !� ��ان در��5�e�A &در�:
�� ا�&-١
���
� ��
 Bر و�e�
& 2ن ��!:��4 درا�$ (�رت، �	.  و��د و �	
& 2ن ��!:��4 ا!�4 �� ����ن ��ا4 ر�
�ن �� 2ن ��*�، �� !

  � 2ن �G	� 4�5 �� !�ز4 ا�& �� #%5	�Jد4 �� �'��& ا�& �� در��
�G ه
m در����ار��" ا4 ��ا و !�#��Wاز2ن �
+& و در����ار��
  .�'���� ��ارد


$ (�ر��، %#	�Jد �� �'��& در�R4�5 در �	G� و ��
���
� &
 Bو )
��" ه�4 ��رادو��  .دره_ اد�zم *�" ا��) �� %��ان ر�3 �
٢- &���J� 4W��#� و در����ار���5 2ن ��� �! U,� 4 2ن را��J�W��#� ،د�Aار2ن در�Z �� &د ا��(��/�� و��د و �	
& 2ن ا!���J� 4 و !

  .���Rن ��
  
دار���A �5د را 	G! �J#�%� اG�! 4	� ا�& �� در�� %4�Y از�Aد ا�&، ا!� ا�$ %�Y، در����ار��" �� ! �� !� �رف �
+& �G!A#�%� ) ب

G�!����ان �� %�Y از ، Aه�%�Y از. 	� !� �% �� �	G�! �%�#G! �!ه+&، اW
 در درون !4�Y%A �%�#G از!G�! �%�#G	� درو�� �
�� و�Aد را �/�رت � �! �	G�! د را�A $�*در��دا �J	� &+
� �	G�!^�#� د�A@\&ا� �!�*.  

 �%�#G!Aد ر�A ،د درو���A $د را �/�رت در��دار��" در��دارد، ا!� ا��A  ا �/�رت در����ار��" در��دارد و در��دار���5 در����ار��" را
��� �! �	G�!.  

  :��ا4 رو*$ *�ن !I	l، ذ��دو ��B ��Jور4 ا�&
�� و !G�! �%�#G	� J#! :  �%�#G!A$ ا�& ا�$ @�Q& �� ا�$ ���
l !�رد ا%��اض وا3Z *�د-١�+
 �� *�!� !G#�%� ه��� �� %4�Y از�Aد �

�!�* �J�
� ا�Q�� ،&ا�&+
4 �
+& �� ا�$ *#�ل 2ن را �<�ن ده�، �
 %4�Y از�Aد ��Y% .  
ا�&، �� n'�ر !� ر�� و ��`
�4 در�G	� 2ن ��ارد و !G�! �%�#G	�  Aدر���u ���� 5)& �� ا�$ *#�ل �
W در!G�! �%�#G	� �� 4�Y% از

 �%�#G! ه#�نA&ا�$، .  ا�& �� ه#� *#�ل 2ن �� درو�� *�" ا������A&د ا��A4 از�Y% .  
٢- �ًcW� و���
  .در��دار��" �Aد ا�& و�Q ا!�درو�� �� �G	� 4�5 در��دار��" �Aد ا�&) � �� از��eا%�Yء(  درا�$ @�Q&، ا!��

  . �Bور4 ا��A ا!��
�و�� و درو�� ا�&، ا!� ا�$ دو�زم و !	Wوم ���J?��� و ��ا4 و��د !ê �%�#Gا�$ �)�وت
  

 ���� � ��d �#� ��ا�� �Aد را �cWً� و ��Iر درو�� در��5
�د و از;�ف د�?� �� ا!� �
�و�� از���G�2 �� ا!�درو�� !G#�%� ا4 ا�& �� �
  :ا��'#�ن ا�&، �Aد را !� �#����� و در��دا*�$ �Aد را �#����?�4 !� ��� �� ا�$ ا!��� !G#�%� ه�4 !� �رف !����ت دارد


� *�" و�Q ا!�درو�� !G#�%� ا4 ا�& �� ازJ>� ء�Y%ازا v,� و���

� *�" ا!� �Aد را �� %��ان �� %G�! ،�Y	� ا!��J>� ،ء�Y%ه#�ن ا
����،!G�! �%�#G	� درا�$ @�Q&، از��eا%�Yء. !� �� �! �	G�! در��دار���5 را �Qد ا�& و�A "در����ار�� .  



 ١L

  
  �� �'��&ل  واَ*G!A �J#�%� را��  

�e4�5 را از� �	G�از &Q�@ و دو ��
���
� &
 Bو ،&#+Z $ل �� �درا� �J*َا&��'_
  . !�رد ��ر�� �Zار!� ده
�J* ازدو �J� ه��� �� �'���� �/�رتê  ز4 ��( ��ون !�ز�! �� �G�  .ا�&!�زدارو .)  !)'�م ه���� 2ن �
+&درا�


� $

$ �� �� �'����، ��ون !�ز. +&�� �� �'��& ��ون !�ز !���� �vA �� &��'� �� ~I را�& �� �'��& �� �z2ز و ا��Gم 2ن ! �R �!ا�&، ا  
 »�A��َ د"��  . در�Aد �+��" ا�& و در��دار��" ه��� �� �'��& د�?�4 �
+&،ا�&، � �� !�ز4 ��ارد ا!� ا�$ �� !�ز4» +

  .�Aد �+��" ��دن 2ن �� ا�$ ! �� ا�& �� �� !�ز4 2ن ه�!�ز د�?�4 را در���#� 5
�د �� ازه�!�ز د�?�4 ��ا���#� رود

$ �� �'����، 5+��د�5 در�Aد ا�& و ه�R $ا�&+
  .�5+��د�5 ��ا4 2ن و در2ن �


$ �	� وا3Z ا�&، �� �'��& ا�& ا!� . �� �,�ط واI��� 3Z�� !��ود ا�&) ٠ ,١( �� �� �'��& !�زدار !���� �,�ط وا3Z در��(	� 4 �R�7�2 در
4 �
+& �� وا�� � ��d 2ن ��*� ا. !�زه�4 2ن ! 
$ ا�&W
R 3 !� *�د وZدر2ن وا ،�G�  .!� در2ن وا3Z �<�ده��R در� ��d ا�$ �� �?


$ !� ��ا����� ا�&�� �� �'��& !�زداره7#! �I3 و �� 2ن را�Zدر2ن وا ،d�� � ه�ا!� وا�� ��Q�@ $
�Rد ��*�، در�(��/��  . �	� ���J و !

� %�م � ّ� �� ��
���
� &
 Bدرو �%�#G!�� ،�5از�'& در��دار���5 �� در����ار�� $A ا�& و _��@ A  �� vوا� �@ ��
 Bدرو �)�� �@

 �%�#G! ،&ا�$ دو ا�A&ا� "����ان �� ��، �	� ��ون !�ز و �Aد �+% �� .  
 �%�#G! 4�5 �	G� &Q�@داز�_؛ در�� �! �	G� ���e� �� ن��  : دو@�Q& داردAا�

dQا ( �%�#G!A�5د�� ~��>� aً:Z ر���I��#ن ا�&، ه�#'�، دو(�رت  �� %��ان �� !G�! �%�#G	� در@���Q �� دو��5?� !�p:I ��ه_ و ا�
  :  !#J$ دارد

 ê  و��د 2ن از;��p %#	?�4 �� ����ن ���& !� ��A�� �� ��2 !� *�د و در����ار���5 2ن �G	� 4�5 �� !�ز4 ا�& �� از رو�� �� ����ن-١
� �� �� �'��& ��ون !�ز و �Aد �+��" ا�&A درا�$ (�رت، !G#�%� .@/�ل 2ن !�G	� !� *�د�  .  

٢- �%�#G! &
� �� �� �'��& !�زدار ا!� ���J و !��/��)�د Aدرا�$ (�رت، !��J� 4�! . �%�#G و !��/��)�د ا�&، اA و��د و �	� 
  .ا�&
��، G!A#�%� ) بJ
! �	G�! د را�A �5در��دار�� �J	� د را در����ارد�A ،ء�Y%ا�eد ا�& ا!� ا!�درو�� از��A "در��دار�� �� ��Q�@در   

� �� �� �'��& ��ون !�ز و �Aد �+��" ا�&� .  
  

  !G#�%� را��روش ���A?�ا���� در
  

�� ���� ا%�Yء (  !� رودG! �!�* A#�%� ا4 ا�& �� ��Iف ،G!A#�%� را��  �Aء�Y%ام ه#� ا�!W
 \ ����A *�" اش^ را در��!� 5
�د و�

� را ه_ در��5
�د، و�R �Qن �Aدش !�ام \�Aدش^را در��!� 5
�د �� ���ا�� 
��، ه#�ار" �� ����A *�ن ��� �!�.) ا�& %,�A\ lدش^ �Zم از �

����؛» %4�Y از �Aد �
+& «   *�د، ا!� ه#�ار" Aو !� �Aاه� !����! W5ا�& و ه� &A�� در@�ل A   
  ه_ %4�Y از  �A#� *�د؛ �
&+
  . �Aد �

 }  }                                                             ... ,  { …,  z  ,  y  , x {   =A                           
                                                              �  

                                                          A �  
  

 …,  z  ,  y  , x   و ���+
 *�!�  !� رود وAه#�ن !G#�%� ا4 ا�& �� ��Iف }  ... { ه� �� !G#�%� ه��� ه+��� �� %4�Y از�Aد �

W ه+&G! …,  z  ,  y  ,  x#�%� ه�4  �   . �   

  

����ر و !+>	� %�د ا(	� 2ن: �/� دوم�.   

�!�,!   

� ��*#�را�� !G#�%� ا%�اد @,
,�)١٨CE -١٩١٨(  5Georg  Cantor>�رگ �����ر YZ ،ه� �%�#G! ���e� 3Bوا ، R  ح �#�د�I! را.                                            

��ه� �!�� �%�#G! ��infinite  set  را�#* ��Zوcountable  &ا��J� �� �� �n��� ��  one  by  one  correspondence   4ه��Y% $
�
� 
  . ��*� �Z��   equipotentار ��*�، �� � :�رت د�?� �� !G#�%� 4 ا%�اد ;:
 � ه#��انN 2ن !G#�%� و !G#�%� ا%�اد ;:

� !G#�%� و �#�م !G#�%� ه�4 ه#��ان �� 2ن را %�د ا(	� � $
� ]��>! &
)�A ،����
zر�I�Cardinal  number ��!�� �! �%�#G! 2ن  
��ه� را %�د ا(	� ��ا و %�د ا(	��!�� �%�#G! ���ه�  ��!Transfinite��!�� �!  .  

� &+8��J!� ��د �� ه�!G#�%�  �����ر .�<�ن داد ) aleph-null ()� - اℵ◦  )dQ �#�د ا ��ر�����ر %�د ا(	� �� !G#�%� *#�را4 ��!���ه� 

� ا4 �� ��ه�ن �����ر ��ا4 2ن درا�$ �/� �Aاه�. ��!���ه�، *#�را�&YZ �!د ا�� l
G% ا��ن�
B2!�، ��ا4 او و ر��.  

�,
  داد و xQا ��
�G �5�& �� %�د ا(	� !G#�%� ا%�اد @,
,� اراReal  numbers   �c او ��ه��� ��ا4 ��*#�را ��دن !G#�%� ا%�اد @,
� 
  . ��د��Jر) �
����ر( #�%� ا%�اد @,
,� را ��ا4 �<�ن دادن %�د ا(	� !сGاو �#�د . ا�&  W� Natural  numbersر��5 از!G#�%� ا%�اد ;:


�، ا�$ ��ال را !�:�در ��د �� ��2 %�د ا(	� د�?�4 �
$اYZ $� ℵ◦   وс دو��د دارد�* �! "�
  .؟ ا�$ ��ال، !+>	� �
����ر ��!
ا�$ @�س . ��اب ا�$ ��ال !�)� ا�& او @�س زد ��. �oوهP �����ر و د�?�ان ��ا�� 4��G! $#�%� ا4 �� ا�$ %�د ا(	�، �� *J+& !�ا�� *�


����ر )�� 5#�ن( �� ��ض� Continuum  hypothesis  &وف ا�� !.  
 �Bر�� _'! �c�+! ر از����
  `��& ��د    ��Kurt  Gödelرت �5دل  ١٩٣٨�� ا���J در ��ل . �<#�ر 2!�، ز��ا را" @	� ��ا4 2ن �
�ا �<�!+>	� �

   Paul   J.  Cohen، �� ��ه$ G! ���e�١٩L٣#�%� ه�، ��ز�5ر ا�& و �'���ً� در��ل   ��axioms ��ض �
����ر �+:& �� ا(�ل !��Bع  

  ا�&، � �� undecidable �رف �G! ���e#�%� ه� ���Z ا`:�ت �
+& و %:�ر�� �/#
_ �����x `��& ��د �� ��ض �
����ر �� ا(�ل !��Bع !�
&���x� �)ا � .!� ��ان �Aد 2ن �� �)� 2ن را �� %��ان �
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_ ��R*#�را��  از�P8، �8+& ا`:�ت �����ر درا�$ �  �z2ز !� ��� و   R *#�را ��دن Aê	�����ådر درا�$ ��ه�ن از  . را ��ر�� !� �

��UZ !� ر����� .   
d	A ض��از*�ح ��ه�ن �����ر، �<�ن داد" !� *�د �� *�وع از  
�ê � Bر و�Rل د�@ $
��G �#� *�د، ا!� در%! �YZ��   *#�را��، �� �

    . دو را �� %��ان �� ا(� �|���x_نز2ا  ه� دو Z ���Z:�ل ا�& و !� ��ا�
_ �R �J!� *��_ �� *#�را�� و ��*#�را�� 

 ،4� � P8� ه�ن د�?�4 �� ��ا4 ا`:�ت ��*#�را�� �در�R   �� و در2ن از ا(� ��ز" ه�4 �� در "�* �cاراaxiom  of  nested  intervals     

5
�د و ه#�ن ��
�G �<�ن داد" !� *�دا��)�د" !� *�د، !�رد ��ر�� �Zار �! .  

� ا4 !� ��داز�_ �� �� !+>	� %�د ا(	� YZ �� �/� $از ا��A2 P8در�R   داردار�:�ط.  


$ ��ر !�Iح !� *���Qن ���,� ��ا*�� ا�� و ��ا4 او��  .���A از ا��" ه� و ��	
� ه�4 ا�$ �/� ���

�ان �Wرگ ه	��4 �� �� *'�د �5ا�� ) ١٨٨١ - ١٩LL(   ��L.E.J.  Brouwerاو�c  از ��e ��ر��8 �
�A ���� W;� �<�ن ��د �� Bر��  

��ان رو**'�ت دارد و !:��� �	+)� 2ن را% ��  ��A�� �constructive  �� &*دا "�

�ت ���� x5ار4 ��د" ا�&، در ا���اء %,Bدر ر��   

8��ا�� �� !���:& �z2ز ��رش در دا�<?�" 2!+��دام �� ا����ل ��دا��A ا�&١٩١٢ا�& و درا�$ !�رد در ��ل   ◦R  ،ℵ%�د ا(	� � �� �; .  

��ه� �Wر��5 ازدر وا3Z، در�G�2 ��اوaA�� �cف (�ر�?�ا��ن و��د ا%�اد ا�!�� �	)ℵ◦د��x� �#� را .  
  �� *'�د �5ا�� !�رد ��eشرا ) و ا(� �
���?�»  د�:��Q ا���8ب« !)'�م ( �eات �Aد، ا(�ل و !)�ه
_ ����4 ا!� � �ه� �� � ��� در ���A از�

                                                                   N      
   .��*#�را�& )  N �� ��ان  N ( N     �<�ن داد ���١٩١٨'� در��ل د" از ��2)�و �� اا�Wود 

  

   ��Rه�ن �����ر ��ا4 ��*#�را�� 
�
YZ .&را��#*�� �%�#G! �� ،�
$ ()� و �� �,
  .ا%�اد @,
  . �<�ن !� ده
_ ٠/ ٣x٢x١x  ...  را �� �+v ا%<�ر4 2ن �/�رت ٠ >  x  > ١ �/�رت    xه� %�د @,
,� . ��ه�ن

^!  aً...١LL/٠ =  L/١  )_>* �!� x5ار�_ !��ود ا�&، �Zار  )�� R'�رم ( ٣/C = ٠ /٧E%�د4 !���� ê !�اردv+� �� 4 ا%<�ر4و ��ا4 )  �
�A2 _Zه�4 � �4 را  �� از ر _Zد" و ر�� _� �J�٩ 
� ،_
+����   ... C٠ /٧ ٩٩ = C/٣    

��!+�و4 ه+���، ا5)  ٠ ,١(  �� ا�$ ��ر، دو %�د در ��(	� *�� �J� �'�2 4ا%<�ر v+� 4�'#Zا�5 ر v,� و �.  
��ه� �!�� �%�#G! �� �
�
$ ا%�اد ;:
 � و ا%�اد @,
,� ��(	� . *#�را ��*�)  ٠ ,١( @�ل ��ض �� �� �� �� �n��� �� "�?�2 )٠ ,١ (  

��. ���Zار ا�& � )  ٠ ,١( f : N  ~    .  
 �)��
_را �/�رت ز�� !)  ٠ ,١( @�ل !� ��ا�
_ �#�م %�� l��  :  

                                                                                                           ...                           ١٣a ١٢ a١١a/ ١  = (٠ (f  
                                                                                                                                                      \  

                                                                                                                                    ...     ٢٣a ٢٢a٢١a/ ٢  = (٠ (f  
                                                                                                                                                   \             

                                                                                                                                      ...     ٣٣ a٣٢a٣١a/ ٣ = (٠ (f  
                                                                                                                                                \.                                         

                                                                                                                                      .                                       
                                                                                                                                           ... ٣ak ٢ ak١ak/ ٠ = (k) f   

 .                                                                                                                                                                            
                                                                                                                                                                   .           

                                                                                                                     )     &��'�١(                                  .                 
  

� از ∋T) ٠ ,١( ا���ن %�د � m
��ن !� ��ز�_، �� �� هR )  راk( f�*�:� ٣ ...%�د .  ه� ��ا�� t٢ t١t/ ٠T =  _
�� �! d�� � $
�R را :  
  .  = ١t k   a kk  "�?�2=  ٣  و ا٣t k =  �5  a kk ≠  "�?�2 ٣، ا��N  k∈ �5ا4 ه�  

  ، ...   و ٢t ≠ ٢٢a ز��ا  ≠ f  T) ٢(  و ١t ≠ ١١a  ز��ا  ≠ f  T) ١( %�د4 �
$ ()� و �� ا�&، ا!�  ���T'� ا�& �� 
 �	� &Q�@ و در(k) f T ≠   ز��ا �� ازا4 ه�N  k∈    _دار�a kk ≠ t k.   

) ٠ ,١( �����ا�$ N ( = ( f T ∉ا�&، ز�� UZ��� ��� �� *#�را4 ��!���ه� ��دن  ، �� �:! �! �	:Z ض��ف aA�� ٠ ,١( ا  (�*�� �! .  
 �� �,

$ ()� و �� ��در�& ��د" و xQا !G#�%� ا%�اد @,� �,
5
�د �� ��ض *#�را ��دن ا%�اد @, �! �G
�� �<�ن دادن ا�$ ���UZ، �����ر ��

 �	)�� �,
  .ا�$ ���
l، ا`:�ت �����ر �� ����ن !� ر���� . !� ��*�، ��*#�را�&) ٠ ,١( !����n �� ا%�اد @,

� ��Jر ر���، روش 4�IZ �����ر ��!
�" !� *�د، ز��ا ار�Zم %�د  YZ ٣... رو*� �� درا`:�ت t٢ t١t/ ٠T =  )  _
!�� �! 4�IZ 2ن را %�د �� (  


� *�" ا��١١a  , ٢٢a  , a ٣٣ … ,��ا��س �IZ ا(	�   J>�  .  
  

  PQ�R �� ��ه�ن �����ر

ِ� _Qا�&�ه�ن $
�R 4 :  �����ر�IZ د�% &A�� د���رT�� ،  ℵ◦ا �,
%#�ل !� *�د و ا�$ د���ر ��A& ;�ر4 ا�& �� %�دê �� 4 %�د @,
 � 
���n �� ا%�اد ;:�! �
Qاو �,
  ����A !� *�د �� ه
m ��ام از ا%�اد @,
,� �� از رو��A�� �'�2 4 !� *�د، !+�و4 �
+& و �Rن ا%�اد @,

���n ه
m %�د ;:��ض *�" ا��، xQا�! ،"�* ��A�� ا4 �� %�د � 
&+
� .  
 :ا�&PQ�R �� ا�$ ��ه�ن ازا�$ �Zار
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)١ ( 4�IZ د�%T &A�� ا�& و �����

+&، ز��ا ������ ��اℵ◦ 4   از روT4» ��!�«   د�& �� $J#! �,
  %�د @,
,� !�/�ر ◦ℵ %�د @,

&+

$ !� *�د و T%�د @,
,�، ا!�4 ��!���ه� ا�&، xQا و��د  ◦ℵ %�د @,
,� ا�& و �Rن @/�ل ◦ℵ  وا�+�� �� @/�لTو��د . � !��  
  .در��
�G !� ��ان و��د 2ن را ا��Jر ��د

 )٢ ( 4�IZ ا!� ا�5 و��د %�دT رت �� ���� �� رو��4 �� 2ن�/��� و��د 2ن را �� ارا�c رو*� ��اA�� 4& 2ن ��J ��ا�
_، درا� � ،_���x|� را  

)& *#�ر*�« را * «Counting  shift _

_، !� ��ا�!�� �!  T_ر��#>� W
  .  را �


)& *#�ر*� ��ا4 ه�.   �� %�د @,
,� ا�&x k =(k) f  و ∋N  kدر ا�$ ���	� .   ا�$ رو�� را �<�ن !� ده�١���	�4 * x k "ن داد�>�   

� !� *�د» x�êب«  ، �T :�رت د�?�، %�د 4�IZ . *�" ا�&Qاو �,
  .رو�� *#�رش ا%�اد @,

        
                                   ) &A�� $
     ١x   ,  ٢x   ,  ٣x  ,   p:;��T             ( T   � ...   ,  Cx د���ر! 

                                                                                                      �       �        �        �        
                                                                                                  , …    C         ١      ٢        ٣  

                                                        

)& *#�ر*�              (                                  *   (               T   � ...   ,  Cx   ,  ٣x  ,   ٢x  ,   ١x      

                                                                                        �            �       �        �        �        
                                                                                        ١        , …    E        C         ٢       ٣  

                                                                         
                                                   4�	���           ١ :���� �! 
J �
��J'� (��ً� *#�رش را !�.  

  

�
YZ ا%�:�را�$ رو��، ��ا��س  ℵ◦=  ℵ◦ + ١�*�� �!  .،��#B ر�I� در��ه�ن �����ر ℵ◦ ^4ض *�" ا�&، �� \ ا��از" ا�� $
   �� @�ود ! 

�,

� ا!� Z. ��د» ��دا*&« !� ��ان ��Iر !I	p و ���J �� ه#�ن ا��از" از ا%�اد @,Y ℵ◦ × ℵ◦ = ℵ◦ ا%�:�ر �� �B�� $
�R �� ن !� ده��>�  


�ن ��د◦ℵ◦ × ℵ   را !� ��ان �/�رت◦ℵا�&، ز��ا �  .  
)٣ ( d	A ا���ً� ��ه�نreductio  ad  absurdumdQ�8! &Q�@ �� �'��  ê ن�J!ز��ا ا ،�� @J_ را رد !� ��� و ه#
<� @J_ را ا`:�ت �#� �

$J#! 4�'�Q�@ �� م�� &Q�@ د�?� را رو��د &+��� �!W
  .  رد *��� �� �'���ً� @J_ ا`:�ت �5ددد �#� ���، �� ا�$ !�ارد �

d	A �� ��  از ا%�اد @,
,� ��اℵ◦   $�A�� 4 ا!� ا���اء ���� ���
� ��ام.   ��دن %�د ا(	� !G#�%� 4 ا%�اد @,
,� ا�&◦��ê ℵه�ن �����ر !:�
 4�IZ د�%Tر !� رود؟�J�    

  ا�& و ا�5 ا%�اد @,
,� ا4 �� !���G!ℵ◦ �%�#G! �� �n#�%� ا4 ا�& از ا%�اد ;:
 �، � 4 ا%�اد زوج �� ز��!G#�%��ا4 !^�ل، %�د ا(	� 
 4�IZ د�% $�A�� 4!� *���، ��ا ����5 �eا%�اد زوج در�Tاه� ��د�A ���! ،ر رود�J�   . د��رت، ه�%�د �/�  درا�

 �� » �� �Q�A 4�Y�Gap « ب !� *�د �� %�د�+�!T�A��  د�* �n��
$ رو��4 را . � *�"، !� ��ا�� �� ��J از ا%�اد ��د !��R » 4�
?���
�Q�A 4�Y� �
_» در �!�� �! .  
 �
_T ��ا4 *#�رش Gap!� ��ا�
_ از ��  ):٢���	�4 (   در ��ه�ن �����را��)�د" �

  
                                                                          ... , ) E ( = x Lx  ,  )Cx  ( = Ex ,    T   ,  ٣x  ,   ٢x  ,   ١x     

                                                                                                 �                   �     �        �       �        �  
                                                              ...                              L                   E       C        ١        ٢       ٣   

  )                                                                                                               4�	���٢(  
  

  �� &��5 �G
� C  ز��ا  �Lx =  Cx#� ��ان ���  Gap ه����!�� �%�#G! در  } ...,L ,E ,} ١, ٢, ٣ �	د ا(�% ��ℵ◦ �� �n���! �� �*�� �!  
  .  !)�وض ا�&Tد @,
,� ا4 ا�& �� ��اA�� 4& %�د ا%�ا

�:
�����JR$ %�د ���
:� (   �'��& ��د" ا�&N  ه#��ان ê ordinal  number �����ر ا%�اد @,
,� را ��Iر !I	���JR�� �� p$ %�د ���
� ��ان �����JR$ %�د ���
:� از!G#�%� 4 ، �<�ن !� ده�� و %�د ا(	� ا%�اد ;:
 � را ! ωه#��ان !G#�%� ا%�اد ;:
 � را ! #�ً� �� ا!?�، 

  !��� 2ن ا�& �� �#� ��ان ا%�اد @,
,� را �� 4�IZT %�د در(�ر�� �� و��د .)  � ��d ��دN �#�م ا%�اد ���
:� !G#�%� ه�4 ه#��ان 
 ز��ا �Wر���5$ %�د ���
:� �'��& ��د،» !I	�I�pر « N  �� @�� ��ا�� از 2ن �� ه� %�د ���
:� ه#��ان ���JR��N$ %�د ���
:� ه#��ان 

  �� ��ا 4�N &��'  و��د ��ارد، xQا در(�ر�� �� دره� !�@	� � �اد ا%�اد ��A�� 4�IZ *�"، از%�د ���
:� !G#�%� 4 ه#��ان Nه#��ان 

� ��Jر ر���، ��ا�� رودQاو )l
���*�A 4 �%�#G!4 از�Y% ،�:
�زم �� ذ��ا�& �� ا�$ %�د ���ê well-ordered  set�   �:
#�م ا%�اد ���

   N����Z ،"�* &��' ا��راج و ����n �� ا%�Yء !G#�%� 4 ه#��ان ê، ا�$ ا%�اد 4�IZ ه#�ا" �� ا%�اد @,
,� .)  !� ��*�G!N#�%� ه�4 ه#��ان 
��  .!�)�و��، �� %�د ���
:� �Wر4��5 !� ��*

 ��
:� دا*�� ��*��، ��د2ور4 !� *�د �� !G#�%� ه�4 ه#��ان �� !G#�%� 4 ا%�اد ;:
 � !� ��ا����*�A 4 "��� �� ��+� ��و�(�! �:
ا%�اد ���

  .ا�&  ◦ℵا!� %�د ا(	� ه#� �2'� 
)C ( 4�IZ ه�%�د�e� ،در ��ه�ن �����رT ا���8ب �)ا �� ���� ا�&، ا!� دروا3Z ا��س 2ن !:��A�� axiom  of  choice&ا� .  

 �,
ان !G#�%� ا4 از ار�Zم در��e �5�& �� ازه��� ازا�$ !G#�%� ه� %�د4  را !� ��١ وا3Z در�'��& êار�Zم �
 ازا%<�ر ه� %�د @,

$Tا���8ب !� *�د �� @�(� ا�$ ا���8ب ه�، !G#�%� ا4 از ار�Zم ا�& �� روش ��A& %�د  ! 4 "�%�Z p:;  ،�2'� ا �� êل !� *�د�#%.  

   = ١١a{ A  , ٢٢a  , a ٣٣ … ,{:  %:�رت ا�& از١ا�$ !G#�%� در�'��& 



 ١٩

4 !:��� �� ���3 ا���8ب » êو��د«  �� !� دا�
_، ا(� ا���8ب !����G ����� و��د! 4�U !� *�د، ز��ا ه#���Iر �%�#G!choice  function  
��� �! p��/� و��د . را ،l
4 ��!���ه� T%�د 4�IZ �� ا�$ ��� �%�#G! و��د �� ��   ا�& �� ازا(� ا���8ب A درا�$ ��ه�ن !:�

&A�� د و د���ر�* �! �G
�� 4�IZ د�% Tاز �Y%م 2ن، ��ه��Z4 ار �%�#G! ا4 ���& 2وردن��  A �%�#G!رت ��� � از�/�   A- 4ا�� 
 �%�#G! �� ر} ١, ٣{ !^�ل��x! ا - در��ه�نêل !� *�د�#% .  

  a kk ≠  "�?�2 ٣، ا��N  k∈ �5ا4 ه� : ��ا4 !^�ل، ا�$ د���ر در��ه�ن !��xر %:�رت ا�& از( ا!� ا!�Jن �� �'��& !��:� ��Jار ا�$ د���ر
٣t k =  �5٣  و ا = a kk  "�?�2   ١t k =  .  ��t k  4�IZ م %�د�Z4 ار "����#�  T&ا� �	� &Q�@ ن .)   در�J!2ن �� �)� ا dZ�� و %�م  

4  �
 ازا%<�رê 2وردن !G#�%� 4 ار�Zم ��ا�J� �#%- &��� 4دن 2ن @�ا�Z در �� !�رد�IZ د�%T-&ا� "�>� ~��/�  .  
  & !��:� ��Jار ��ر��د د���ر ��A& %�د 4�IZ ا!�Jن ���x ا�&؟  �� �'����2

 �%�#G!از �� � ���A  �%�#G! �� }د، } ١, ٣�* �! d�� � »&A�� 3��� «_
!�� �! . �%�#G!از �Y% ��� Aا�5ا�$ ���3 @�ا�Z در � �  
 ��a kk رت�/�
,� ا�&، !� ��ا�� ��J از ار�Zم %�د4 ��*� �� ��  �� ��
�G 4 ���3 ا���8ب از �'��& ا%�اد d�� �  a kk �<�" ��*�، درا�,@ 

 4�IZ د�%T4ن(   !+�و�#'�  .ا�&) �� ا�

+&، ا!� ا�$ ��ان » � ����x� d« ا���G ا�$ ��I! ��Jح ا�& �� %�د 4�IZ در!G#�%� 4 ا%�اد @,
,� �� ��اA�� 4& 2ن ��Jر ر��� ا�&، �

 �� &+
� �� !T*�� �%�#G! $4 ازا��Y% د *��& �#���، : �  �#� ��ا���A &Aا�� در���� �#� �%�#G! $4 ازا��Y% ان��% �� 4�IZ د�%
  .)در�P8 ه�4 �2��" �� ا�$ !��Bع ، �
<���Aاه
_ ��داA&.(  ا��'#��� 2ن �,U !� *�د-ز��ا �Aد
��" در��k&A«   از روt k  4ازا���و، �� &��* $
 �A ��A��Tاه� *� و   در!G#�%� *#�د" !� *�د، k+ ��١ ��  » T%�د 4�IZ   ا!

 �� �%�#G!درk ا�$ ه#�ن !)'�م �� ،��   ê   درا%�اد @,
,�Gap  *#�د" *�" ا!� در���A &Aد *��& �#� �

� �� ���	�4 .(  ا�&،�'��& *�"�  )٢ر��ع �

)E (���� �� 4 را�IZ ا�5 و��د %�د ،�)aA ر�I� 4ه� PQ�R �� )(و) ١C ( ��xQق ا�� ،_
*#�را�� !G#�%� 4 درا��/�رت (�ق ا��Jر�#��
��اA�� 4& 2ن ) �� د���ر4( ا%�اد @,
,� را ���x��� ا�_، ا!� ا�5 و��د %�د 4�IZ را �|���x_ �� � :�رت د�?� و��د 2ن را �� ارا�c رو*�

� ���� �� �� _
4 ��!���ه� �J+�ن ��ا�
_، �2?�" در@�Q& �	� �<�ن !� ده���2�� 4�� ��ه�ن �����ر �� ê��ق اA ،��xQ	d) ٣(و) ٢(� !�ارد ��!:

+& و و��د ا%�اد 4�IZ !�� � ��ا4 *#�رش � UZ��
+&، ا!� ��ا4 *#�رش 2ن �� وR � B *#�را�� !G#�%� ا%�اد @,
,� ا�&، !+�	Wم �� 


Z ���Z W:�ل ا�&Rرو��و !� *��_ �� ���xش ��*#�را�� �  .  

� در.  ��ه�ن
�� �� »l
���ê «order&��'�در �,
��G ��١  �Zار�5��$ ا%�اد @,! �� &A�� 3���در�


� در  و �� ��
��  »&A�� روش «  

  .%�د 4�IZ !� *�د، !� ��ا�
_ � �اد ��!���ه� %�د 4�IZ ���& 2ور�_
 �	)�� �,

l !�)�وت، �� ��ا4 �'��& ��دن ا%�اد @,��� ��R2ور�_، درا�$ !�ارد ) ٠ ,١( ا�5از &��� ���+J� 4�IZ ر!� رود، %�د�J�  

  . *#�د" �Aاه� *�%�د J� 4�IZ:�ر
 � 
� رZ#� �� دو رZ#� �� �� رZ#� �� ٢  رZ#� !� ��ان nازه��)& ازا%�اد ;:� � 
را !� ��ان در ...   د���ر ��A& ارا�c ��د و ه�%�د ;:

ن �����ر را �� در ��ه�)  Aا%�Yء !G#�%� ...  (   و a kk...    و a ٣٣  و ٢٢a  و ��١١a ا�$ (�رت �� ا�5 ا%�اد . د���ر ���J� &Aر ��د
 �� �#Zر �� �� �#Zا%�اد دو ر ،�#Zر ����a% ،lو" �� ا%�اد �! 4�

��  ...n�eدر� �#Zا4 !^�ل دار�_  ر�� ،_��
?� :  

   .t k = ٢٨  ٣C = a kk  "�?�2 و ا٣C = t k  �5  ٣C ≠ a kk "�?�2ا�5  
&A�� 4ا � �اد روش ه�xQê � 
  :       رZ#� ��ا�� ا�& ��n @�(� از ا%�اد ;:

                                               p!  
                 p ( p _  1 )   =  ──────    ��    p م�Zاد ار� �  n&ا� � 
  ) �����ر���ê<�ن( ! . رZ#� در !G#�%� ا%�اد ;:

                                         2 )! ( p _   
  

  . د���ر ��A& ���& !� ١٠��2  ×  ٩ = ٩٠ ،  �٩ �� ��ا4 !^�ل، از رو4 ا%�اد ()
�


� در �'��& ��دن ا%�اد @,
,� و ��
�� ��
��_، �#�!� ا%�اد 4�IZ  در روش ��A& %�د 4�IZ، را در��eا�5 ه� دو ا�$ @��ت �	�، � ?�


� �/�رت ◦ℵرا �� �� در د�& ��دن Qاو �,
  ):٣���	�4 (  ا�$ *l��! �J ��د ���& !� ��2، !� ��ان ��∋(k) f ، N  k %�د @,
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
 
  



 ٢٠

                                                                           
                                                     ١١                ١١               ١١              ١١              ١١  

                                           ...        E T          C T  �   ٣ T         ٢ T  �     ١ T   
                                                                         �                           �  

                                                                                             �  
                                                     ١٢                   ١٢             ١٢              ١٢               ١٢  

                                            ...       E T          C T        ٣ T         ٢ T           ١ T   
                                                                   �                         � 

                                                                                                            �  
                                                    ١٣                  ١٣               ١٣             ١٣               ١٣    

      ...                                            E T          C T        ٣ T          ٢ T           ١ T                    
                                                                                                      �             

                       
                                                    ١C                ١C            ١C                ١C                  ١C   

                                            ...      E T           C T       ٣ T          ٢ T           ١ T                 
                                                                                                                  � 

                                                                                                           �  
                                                   ١E                 ١E              ١E             ١E                  ١E        

                                     ...            E T           C T        ٣ T         ٢ T           ١ T            
.            .               .              .             .                                                          

        .              .             .                                                        .            .         
.            .               .              .             .                                                          

                                                                          
                                                )                                4�	���٣(  

  
     ab 
��eراز (  �'��& *�"!��:� ا%�اد @,
,�  T c  ، aدر   ! ،l	I! �!ادا ��a  رو*$ �� !� *�د(. ،b و &A�� ر" 4 روش�#*  c l
 *#�ر" ���

  .!�رد ��e ��ا4 �'��& ��دن !� ��*�
                                 

                                         ١٢  
  4�IZ ا4 !^�ل، در!�رد %�د��C T  ، ٢ ،4�IZ د�% &A�� روش $

� �� ��ا4 �'��& *�ن ١ �<�ن ده��" 4 دو!Qاو �,
 �<��?� ا%�اد @,


l ��ا4 �'��& ��دن ا%�اد @,
,� !� ��*�C *�" ا�� و ��ض��� $
  .  �<��?� R'�ر!

_ا�$ !I	l را �� �� !^�ل %�د4، رو�� �! �� $*:  

  ...                                                                                               EL١  = ٠ /٢x          | ...         ١  = ٠ /٣٧٣x  
                                                                                             ...    ٢  = ٠ /٨١٩x         |  ...         EL٢  = ٠ /٢x 

      ...                                                                                           ٣  = ٠ /٣٧٣x      |              ...٣  = ٠/ ٨١٩x  
                                                  .                                          .                                                                      

                        .                                                                                                                      .                    
 )                                                                                                  &��'�'��& )                            ( ٣�٢(  

  

$ روش ��A& در ،4�I �� �� ��ض��اA�� 4& %�د p:; (Z ��ه�ن �����ر �� aً:Z ذ�� �5د��( ١ و ٣ ��دن ا%�اد ، �� ��ض٢در �'��& Qاو   

                                                                                                                              ١١  
 l
��� $
Qاو �� �;���! l
   �� ٣و در �'��& . & !� 2ور�_  را ���T ١ = ١٣٣/٠… ��ض !� *�د، %�د �e�    4�IZ �5��� !� *�د، و ���

                                                                                                                                                                      ١١   

��� $

:� !�)�وت �� دو!��� �� �Qو �
Qاو �,
    T ٢ =  ٠ /٣٣١... l ��ض !� *�د، و �� ه#�ن روش ��A&، %�د 4�IZ  ه#�ن ا%�اد @,

��2 �! &���.                                                                                        ١١       ١١      ١٢      ١٣  
� %�د T   ��*&، �� ه� T ١  ,  T ٢ ,  T ١ ,  T ١ … ,    :  را !� ��ان از رو4 �'& �
��J'� *#�رش ��د و �/�رت٣ا%�اد ���	�4 � ��  

  . ا�&◦ℵ، %�د ا(	� ا%�اد ��A�� 4�IZ *�"، ٣���	�4 درxQا . ;:
 � *#�د" !� *�د

$، �Wر��5 از  ! &A�� �
$ ا�&.  ا�&◦ℵدرا��J#! �G$ ا�& ا����ل *�د �� %�د ا(	� ا%�اد 4�IZ در ��R ل�  :ا�$ ا���

� !G#�%� 4 ار�Zم �
 از� �� � 
4، �� ���3 از!G#�%� 4 ا%�اد ;:�IZ ا%<�ر ه� %�د &!a%٢ $
 ! &A�� روش �   %4�Y در �
�*�� �! . 4 �%�#G! ،&A�� د���ر $
Qح ا�&} ١, ٣{ ��ا4 !^�ل، در او�I!.  


$ �� �#����?� ار�Zم �
 از ا%<�ر ه#� G! «4#�%� ه#� 4 ا�$ ��ا�W��#�! 3« از;���، � �اد %�Yه�4  ! &A�� �   ا%�اد W��#�! 4�IZ در �
                                 ℵ◦  
  . ا�&◦W� �� ℵر��5 از %�د ا(	� ٢:   !� ��*�، %:�رت ا�& از

  
  : درا�$ ا����ل دو ���J و��د دارد. �)� ا����ل ��ق، ���� ا���� ا�$ ��ه�ن ا�&

                 ℵ◦      



 ٢١


$ �#��W دو %�د 4�IZ ) ٢.              ا�&  ◦W�  ℵر��5 از٢%�د ا(	�   ) ١
 � "���.  
�
� �����ر!<'�ر. &ا�ل !:��� �� ��J از 4���YZ �����ر���J اول ا���YZ �� �� �
YZ $ا�درا� �	د ا(�% �� ��   &، و4 `��& !� �

                                                                                                                                            ℵ◦  
 ��G!��JR�� ،ه�4 2ن �%�#G!م ز���#� �%�#G! �	)ا�&#�%� از%�د ا .� ،�
YZ $از����� ا� �J���5رWاز  ٢    ��دنℵ◦  &ا�.  


� در!�رد !G#�%� ه�4 !���ه� (�دق ا�&، ا!� در��A2 P8 ازا�$ �/� �<�ن داد" �AاهYZ $ا� �� _J@ ،ه���� *� �� در!G#�%� ه�4 ��!�
��ه� از %�د ا(	� !G#�%� ه#� �!�� �%�#G! �  .ا�&ز��!G#�%� ه�4 2ن، �/#
_ �����x�+�و��JR�� �� 4 ��دن %�د ا(	� �

ٰ�Qاو p��; �� �� 4�IZ دو%�د W��#� $


$ �#����J�� W دوم، ���" � 
  .ا�&ا����ل ��ق �ا�3 ذ�� *�" ��ا4 ا%�اد 4�IZ در � 
� !G#�%� دو%4�Y ا�&درا�$ ا����ل، � �� � 
4، �� ���3 از!G#�%� ا%�اد ;:�IZ ازا%<�ر دره�%�د 

$ ��ا� �، . ار�Zم ��Rدر

�� !� ��ان �#��W ه#� ار�Zم %�د 4�IZ @�(� از�� ���3 را از ���3 د�?� از رو4 ا%�اد ;:
 � ����JR از2ن !<�8 دره�%�د 
 ! � 
:;

$، �+�و4 !,�د�� ���3 دره#� ا%�اد ;:
 ��#�د، ا!� �#� �� ! � 

 از2ن« ê ان ��
�G �5�& �� در(�رت �J+�ن ��دن ار�Zم �� �� %�د ;:� «

W (�دق ا�&�.  

                                                                             ℵ◦  

&«  ��ا4 %�د ا(	� ا%�اد 4�IZ، ٢@xQ  �� _Jا . � :�رت د�?�، !�ز�#��W درا�$ ��ا�3، ��! 
$ ا�& IZ «ارد��.  

��ان � �اد ه#� 4 ��ا�3 دو ���� ◦ℵا����ل !<��'� !#J$ ا�& در!�رد %�د ا(	� ���
l ه�4 @�(� از % �� �,
 Bijective %�د @,
�زم، . ا�& ◦�ℵ از از!G#�%� 4 ا%�اد ;:
 � رو�A 4د ا�$ !�I! �%�#Gح *�د، �� ا�$ ! �� �� � �اد ا�$ ��ا�W� 3ر�5 u��� W
� �G�درا�

  .!<��� @�Z &Q:� ا�&

$ ا�&�R ت ا����، ادا!� ��ه�ن�J� $ا� $�A�� $*ازرو 
�:  

 4�	��� 4�IZ ا�_ �� ٣ا%�اد �����x� 4 ����4 را ���& 2ورد، ز��ا�IZ ا%�اد ،l
��� $

� �'��& ��د و �� ه#Qاو �,
 را !� ��ان �� ا%�اد @,
4�IZ ا%�اد $�A��،&��'�2 و��د $
% .  

 4�IZ ، ا%�اد�	درا�$ !�@ »�
Qاو «�,

� !G#�%ً� ا%�اد @,Qاو �,

� !� ده�� » `�����« و ا%�اد @,J>� ���� 4�IZ را ��ا4 ���& 2وردن ا%�اد

ℵ◦  =ℵ◦+ ℵ◦   ،W ا�& و  ◦��ℵ �� ���� �� ا���J %�د ا(	� ه�دو � �����` �,
:�رت د�?�، ا%�اد 4�IZ �� %. ا�& ◦xQℵا %�د ا(	� ا%�اد @,

 �
Qب« اوx�ê « د را�A 4 ��دن�IZ l

� *�" و *#�رش !� *��� و �� ا�$ ���Qاو �,

�G 4 » .ازد�& !� ده��« ا%�اد @,�� &Q�@ $ا�  
$
% 4�IZ ن %�د�* ��A�� �� &ل ا�$ ا!� ا��:Z ��x��� ب��  . و��د 2ن ا�&ê ا��

                                                                                                                      ٢  
 �,
�2�� ��  » `�����« ��ا4 ا���
 x5ار4، ا%�اد 4�IZ ���� را �� از رو4 ا%�اد @, �! &���T_
4 ���� �
Wاز .   �<�ن !� ده�IZ ا�$ ا%�اد

 &��'� l

� در ���
  �2'� را ٣ ���& !� �2�� و xQا !� ��ان !<��� �� ���	�4 » `�����« *�ن ا%�اد @,
,� رو4 ا��اع روش ه�A�� 4& و �� ��
   :!��l �#�د و در�'��& �� ا�$ (�رت *#�رش ��د

                                                                             ٢١        ٢١      ٢٢       ٢٣      ٢٢  
                                                                       , … ٢ , T ١ T  , ١ T  , ٢ T  ,  ١ T     

 �,
4 �
W �� ا%�اد @,
,� `�����، !G#�%ً� ا%�اد @,�IZ ا�$ ا%�اد »�^Q�` « 2ن �	د ا(�% �� ��
� !� دهJ>� ق را�� lQ�I! �� ���� ��ℵ◦  &ا�.  
5 �eرت  �� ادا!� ا�$ روش و �� در��/� �
Qاو �,
 !� ��ان ه#� ا%�اد ∋١x   ��   x k = (k) f ،  N  k   ,  ٢x   ,  ٣x … ,���$ ا%�اد @,


,� @�(	� را در @�Q& �	� �/�رت ���	�4  ,@Cد�� l��!  :  
                                                                                       ...          Cx  �  ٣x      ٢x  �   ١x             

                                                                                                        �        �         � 
                                                                                                  ١١          ١١       ١٢         ١٣  

                                                                                       ...         ١ T      ١ T     ٢ T        ١ T     
                                                                                                                   �         �      �  
                                                                                                  ٢١            ٢١       ٢٢          ٢٣  

                                                                                     ...           ١ T      ١ T     ٢ T        ١ T    
                                                                                                                              �  

                                                                                                  ٣١           ٣١        ٣٢         ٣٣  
    ...                                                                                            ١ T      ١ T     ٢ T        ١ T      

                                                                                                                                        �                                 
.            .          .          .                                                                                                       

 .            .          .          .                                                                                                      
                                                                                                             

            )                                                                                                    4�	���C(  
  

 �J* درC,� دوم از ا�ا dرد� ،êا%�اد�� &A�� 4ل روش ه��#% �� &A�� 4,� ��م ازا%#�ل روش ه��ا dاول ���& !� ��2 و رد� dرد� �,
,@ 

l ادا!� !� ����!G#�%� ا%�اد @,
,� رد���� $
  .d ا�,� اول و دوم ���& !� ��2 و �� ه#

  
                       :              از رو4 �
��J'� دار�_��C *#�رش ا%�اد ���	�4 

                                                                                           ١١       ٢١      ١١  
                                                                                ,  …  Cx  ,    ٣,  x  ٢ T  , ١ T  , ١ T   ,  ٢x  ,   ١x      

  



 ٢٢

 
 '��� ، �� رو*  �#��P ده
_Pا�$ ا%�اد 4�IZ را �� را ���& 2ورد، �� ا�5» � �����4!��:« !� ��ان �'��& �#�د وا%�اد 4�IZ �� ا�$ ا%�اد را 

 4�	��� ��C 4�	��� ،_را ���& 2ورد� Eد�* �! �)�@  :  
                                                                                   ١١           ٢١             

                                                                       …         ١ T �   ١ T         ٢x  �   ١x       
                                                                                                        �          �  

                                                                                  ١١          ١١            ١٢              ١٣  
                                                                         …       ١P          ١P          ٢P        ١P                       

                                                                                                                     �      �  
                                                                                  ٢١          ٢١             ٢٢             ٢٣  

                                                                      …          ١P          ١P          ٢P        ١P                        
  
                                                                                  ٣١           ٣١            ٣٢             ٣٣  

                                                                         …       ١P          ١P          ٢P        ١P        
.           .             .             .                                                                                        

 .                                                                                         .           .             .              
 )                                                                                                   4�	���E  (   

  
W
    (�ق !� ���، �� ا�$ ���
l �� ا%�اد وا3Z دره� رد�d ا�,� از رو4 �#�!� ا%�اد رد�d ه�4 ����� از �Z C%�" @��_ �� ���	�4 درا�$ ���	� �

                                                                                                             ٢١  
�<�ن !� ده� �� ا�$ %�د 4�IZ از رو4 » ٢« %�د   ١P ا�$ ا�& �� ��ا4 !^�ل در !�رد Eا!� �Wc�@ ��J اه#
& در���	��A . 4د ����A !� *�د

  .�'��& ��دن ا%�اد @,
,� رد�d ه�4 اول و دوم ���& 2!�" ا�&
                                                         ٢١                                                                              ٢١                                               ٢١  

 �� &:+� �ً%�#G! d�١ :�رت د�?�، ا�$ دو رد�P �� ��   ١Pدر ���4 » ١« %�د .   از رو��A�� �'�2 4 !� *�د١P  ا%�اد @,
,� `����� ه+�
                                                                                                                                                      ٢١  

     �<�ن ده��" ١P4در ���
$ » ١ « %�د. �<�ن ده��" 4 *#�ر" روش ��A& ا�& �� *#�ر" ه�4 روش ه�A�� 4& در ه#� !�ارد `��& ا�&
  

                                                              ٢١      ٢١                                                                    ٢١  
4 !�)�و�� دار��   �<��?�T ١  و ١Pدر »  ١« و »  ٢« xQا .   از رو��A�� �'�2 4 !� *�د١P*#�ر" 4 ���
l !�رد ��e ��ا4 ا%�اد4 ا�& �� 

'�2 P,� ���:� دو�#� v	A در ����. � را ��J� $دا��
  .!�ارد �
W ���+�� !�رد ���� �Zار 5
  :  را در�'& �
��J'� *#�رش �#��
_، ا�$ ���
l را �Aاه
_ دا*&Eا�5 ���	�4 

                                                                                                          ١١     ٢١     ١١      ١١       ٢١  
                                                                                                      ,  ... ١T    , ١ T   , ٢  ,  P١ ,  P١ P   ,  ٢x  ,   ١x       

  
4 !���� Qه�4 ��ق ا�� �'��& ��دن ا�$ ا%�اد و ��ر��د روش ����� �:��! 4�IZ ا%�اد ،��xe  $ق �� ا���ارد �! �� ���>! �� ���2 �! &���

  : (�رت *#�رش !� *���
                                                                                                          ١١       ٢١         ١١      ١١      ٢١  

                                                                                                    , … ١ ,  P١  ,  P٢ ,   e  ١e  ,   ١e  ,  ٢x  ,   ١x   
 �ً#	+! �� »T  ه�  «�* ��
W �� ادا!� *#�رش در2ن �nه��Aاه�.    
4 ���& !� �2����Iر ��!���ه� ادا!� !� ���� و درها�$ رو�� ����� l�4 !�ا�IZ ا%�اد �	،. � !�@�	از*#�رش ه� !�@ �� _
  ا���ن �<�ن !� ده

  : !�@	� از ����A *�ن ا%�اد 4�IZ �� در ��� ا���
 x5ار4 �5د��، دار�_٣از رو4 *#�رش  .اQ?�ه�4 `���� ���& !� �2�� �� ا���� ا�&
   

                                                   …              ٧        L          E         C          ١         ٢         ٣   
                                                                                                

                                                   …            ٧x       Lx        Ex      Cx          ٣x       ٢x        ١x  
                                                                           

                                                                                         ١١         ٢١         ١١     
                                                  ...                Cx           ٣     x   ٢ T     ١ T      ١ T       ٢x       ١x     

                                                                           
                                                                ١١         ٢١        ١١            ١١          ٢١        

                                                 ...             ١T         ١ T        ٢      P١        P١           P٢x      ١x        
                                                                           

                                                                 ١١          ٢١         ١١         ١١           ٢١         

                                                 ...              ١         P١       P٢   e    ١e        ١e         ٢x     ١x    
.          .            .           .         .          .           .                                                                      

.         .          .           .                                                                    .          .            .             
.          .            .           .         .          .           .                                                                      



 ٢٣

                                          )  4�	���L(  
  .!� رو�� ��ا4 *#�رش ا%�اد @,
,� وا3Z درا�$ !�ا@� ��Jر، در رد�d ا�,� اول، ا%�اد ;:
 � وا3Z ا�� ��Lدر ���	�4 


� ا�&رد�d ا�,� دوم *�!�Qاو �,
   رد�d ا�,� ��م *�!� رد�d ا�,� دوم و �#�!� ا%�اد ��A�� 4�IZ *�" ازا%�اد رد�d دوم ا�& و.  ا%�اد @,
,
  .� رد�d دوم و ��م و �#�!� ا%�اد ��A�� 4�IZ *�" از رو4 رد�d ه�4 دوم و ��م ا�& و ا�A2 �Qرد�d ا�,� R'�رم *�!� ا%�اد @,

  � :�رت د�?�، ه� رد�d ا�,� *�!� �#�!� ا%�اد @,
,� رد�d ه�4 ����� از�Aد � aو" 4 ا%�اد 4�IZ ����4 ا�& �� از رو4 �2'� 
���* �! ��A��.  

 �!�?�� رد�d ا�,� ! 
$ از ا%�اد @,
,� �� ا%�اد ;:
 � *#�د" !� *�د، ��ا4 !^�ل، ا%�اد دارا4 درا�$ ���	� !�e@a !� *�د ��، ه� ��  
                ١١  
�� )  ١( ا���
 ه�4 �
� . در �#�!� رد�d ه�4 ا�,� از اQ?�ه�4 !<��'� �
�و4 !� �Qاو �,
  ا�$ ا!� در !�رد ا%�اد @,

  �� � …,  ٣x  ,   ٢x  ,   ١x و ا%�اد   ��  .4�IZ �� ا���
 ه�4 د�?� �
W (�ق !� �
_
�  را �� !p��I �� ...   ه� و e ه� و P ه� و Tا���اء ��ا��J� 4& ��دن �<��� x5ار4 در @�Q& �	�، : ا���ن ا�$ !I	l را رو*$ �� !� �


l �/�رت » !��:� ه�4« ��� �� ،��  . ه
_�<�ن !� د...  ه� و ٣ T ه�  و ٢ T ه� و A�� T١& ا%�اد 4�IZ ه+�
  :  �<�ن !� ده
_٧ ا%�اد ;:
 � را در ���	�ê 4ا���ن �� !�رد از اQ?�ه�4 `��&

                                                                                                                       ١١                   ١١          ١١             ١١  

                ...                              ,١ ,  ١٢١L  , L  , ١ ,  ... ↔   ٣L x  , Lx ,   ٣,  x  ١T  ١   ,   ١T  ١  , ٢T  ١,  ...   ,  ٣T  q   
  

                                                                                                                        ٢١                   ٢١         ٢١            ٢١  

                                                 ...  ,   ٧  ,  ٢٨  , C   ↔ ...    ,٢٨x  ,   ٧x ,   Cx  ,   ١T  ١  ,  ١T  ١ ,  ٢T  ١,  ...   , ٣T  q  
  

                                                                                                                         ١١                    ١١         ١١           ١١  

                                             ...  , ١,   ١٢٠E   , E   ↔ ...    ,١٢٠x ,   ١Ex ,   Ex  ,   ٢T  ٢ ,  ١T  ٢  , ٢T  ٢,  ...   ,  ٣T  q  
.                                                                               
                                                                            .                            

                                                                                                    ) 4�	���٧(   
  

  :��J�� �'& *#�رش ا%�اد @,
,� ���Z ا�����ج ا�& �� �� ا�$ *�ح !� ��*�، ٧از ���	�4 

$ ا�&x، دره� رد�d ا�,� ا���
 ه�4 ٧در ���	�4 ) ١
 � ���Z dه#�ن رد� � 
   ه� ��xا4 !^�ل در رد�d اول، .  ه� از رو4 ا%�اد ;:

�  x  ٣   , ١L x  , Lx   ,١٢١x, :    ...  � از%:�ر�

��ه� از!G#�%� ا%�اد ;:
 � ا�&!G#�%� 4 �� � وا3Z در ه� رد�d ا�,�، �� ز��!�e@a !� *�د �� !G#�%� 4 ا%�اد ;:�! ،  


xQℵ◦ Wا %�د ا(	� 2ن � dدره#�ن رد� �,
   4 ا%�اد @,
,�  ا�&، ز��ا !ℵ◦�%�#G ا�& و از ;�ف د�?�، %�د ا(	� !G#�%� ا%�اد @,
،dدره� رد�  �
Qاو �,
4 ��!���ه� ازا%�اد @, �%�#G!ا��#�ع ز�� )x$
4 ��!���ه� ◦��ℵ %�د ا(	� )  ه� �� ا���
 ه�4 !  �%�#G!ز�� � و �

  .ا�& ◦ℵاز ا%�اد 4�IZ �� ا���
 ه�4 ! 
$ و �� %�د ا(	� 
�'� �٧� �اد رد�d ا4 ا�,� در ���	�4 � �G�ا%�اد @,
,� وا3Z در�#�!� رد�d ه� � رد�d �<�ن داد" *�" ا�&، xQا !� ��ان  ��!���ه� ا�& و درا�

را �'��& �#�د و !�Gداً ا%�اد 4�IZ ����4 را ���& 2ورد، ز��ا ا(�ً� ������ ��ا�A�� 4$ ا%�اد 4�IZ و��د ��ارد، ا!� ا�$ ا!� �� ه
m و�� 

+&؛ ز��ا ه#���Iر �� در ���	�4 � �,
 !�e@a !� *�د از!G#�%� 4 ا%�اد ;:
 �، � �اد ��!���ه� ازز��!G#�%� ه�4 ٧!��3 *#�رش ا%�اد @,

��ه� ا%�اد ;:
 � �� ا*��ا[ �'� @�(� 2!�" ا�& �� ه� رد�d ا�,� �� ز��!G#�%� ازا%�اد ;:
 � را در��دارد،�!��  
��ال و �� ;��,� !<��� ازه��� از ا�$ ز�� !G#�%� ه�4 ا%�اد ;:
 � دره�! $
 رد�d ا�,�، �� � �اد ��!���ه� ز��!G#�%� ه�xQ 4ا �� ه#

��ه� د�?�4 �� ا*��ا[ �'� ���Z @/�ل ا�& �� ا%�اد 4�IZ ���� �� �2'� *#�د" !� *���، و ا�$ رو�� ��Iر ��!���ه� ادا!� !� �����!��.  

� ا�$ رو�� ��!���ه� و ����ن �����x ��ا4 *#�رش، ه#�ار"Qرا �� د ���'� �� �� �� �n��
_، ا�5 ���2?�" !� ��ا�
_  �Aرج ازد���س �	,� �

  .  ���Z ا��Jر �
+&R  را �|���x_، ا�R�5 *#�را�� ��R*#�را�� 
٢ ( 
   .دارد، �<�ن !� ده�����A را �� %�د 4�IZ در2ن �Zار، ه#�ار" �� %�د ;:
 � و xQا ! 
$ ا�& و !��:� 4 ٧  در ���	�q 4ا���

 
!�@	� !�رد *#�رش ! 
$ !� *�د؛ !��eر ا�$ ا�& �� ا%�اد @,
,� !�@	� !�رد *#�رش » ����$��Iر �+:� ��« ، ��q !<�8 ��دن ا���

$ �� در ��J از رد�d ه�4 ا�,� ���	�x 4 و ه� T!<�8 !� *��� و ه�» L���	�4 « �/�رت ��J ازرد�d ه�4 ا�,� از ! 
   ٧  �� ا���

  .ن رد�d *#�د" !� *�د ه#�êوا3Z !� *�د �� ��J از ا%�اد ;:
 � وا3Z در;�ف را�&
� ��٧ ا�$ ���
l، ��ا4 !^�ل دررد�d اول از ���	�4 � �� �Iرد *#�رش دررا��! �,

$ %:�رت �Aاه�� ��د ازq  ا%�اد @, ! :  

  
                                                                                                 ١١                 ١١                  ١١                                    ١١  

                                                               ...  ,١L x  , Lx ,   ٣  x ,  ١ T  ) ١ - q( - q   ,  ...  , ١ T  ٢ q -   , ١ T  ١ q -  ,  ١T  q  
  

  ، ٧ وا3Z ا�� و xQا در رد�d اول از ���	�L 4رد *#�رش، در رد�R d'�رم از ���	�4   ��*�، ا%�اد @,
,� !� = ��٢qا4 !^�ل ا�5 
  
   ١١                  ١١  
    ١T  ١  و  ٣  ��  ٢T  ١  ��  L ٣  و  x  �� ١L و Lx  ��   ١٢١ 4�	��� 4ه� d؛ در ���� رد��A2 �Qا l
��� $

W ٧ *#�د" !� *��� و �� ه#� 

  .ه#
$ �Z%�" @��_ ا�&

� در !�@	� !�رد *#�رش �� در ���	�q 4، �� ا�Wا�P ٧ا!� دره� رد�d ا�,� از ���	�4 
�� �G
 !<'�د ا�& و � 	& Z �� &:+� L:� و در ��

�* ��  .ا�Wود" *�ن ا%�اد 4�IZ ���� !� ��*�، ا%�اد @,
,� !�@	� Z:� از2ن �� ا%�اد ;:
 � ����4 در ه#�ن رد�d *#�رش �Aاه



 ٢C

�G_ از ���	�4 ٣ ��  q ��ا4 !^�ل، ا�5� dرد *#�رش، در رد��! �,

� �#���، ا�$ ��ر ا%�اد @,
�� L 4�	��� اول از d3 !� *��� و در رد�Z٧ وا ،  
   ١١                    ١١                      ١١  
    ١T  ١  و  ��٣    ٣T  ٢  ��  L ١  وT  ١  ��  ١L ٣ *#�رش !� *��� و  x ،Lx ، ١L x از ...   و � � �� � 

l �� �� %�د ;:��� ��١L در   
  

  .  وا3Z ا��، *#�رش !� *��� و ا٧�A2 �Qرد�d اول از ���	�4 

 �  « q p:; �� ê.  �<�ن داد" !� *�د، اQ?�ه�4 *
)& *#�ر*� ا�&�٧ :�رت د�?�، �7�2 در ���	�4 :; l
���ê «  ،���� �! Pا�W�ا � 
ا%�اد ;:

4 ���� . !���ه� ا�& 4�IZ ��ز��ا !�ا�A�� l& ا%�اد�IZ ن ا%�اد�* ��A�� �� اxQ-�

�� �G
  *#�رش �+! �'�2	Wم  -  q و در��
  .ا���ا4 �/� �� 2ن ا*�ر" �5د���+:& �� !�@	� Z:	� ا�& �� در» *
)& *#�ر*�« 

ا%�اد 4�IZ ���� و ورود �� !�@	� ����،  êاز���G�2 �� ������ ��ا��A�� 4 *�ن ا%�اد 4�IZ و��د ��ارد، xQا �� ا�Wود" *��'�4 �� در �� 

)& *#�ر*� ��ا4 ا%�اد !�@	� Z 4:	� !� *�د* l��! ���� رش ا%�اد�#*.  

W
  ا�5ه#� ا%�اد @,
,� وا3Z در �#�!� رد�d ه�4 ا�$ اQ?�ه� را �'��& ��د" وا%�اد 4�IZ ����4 : !� ��ان ��ا�� ر�&@�� ازا�$ �

$ !� ���xد،و4 ا�$ اQ?�ه�4 `��&���& 2ور�_، ��زه_ *
)& *#�ر*� از رّ � .  

٣ ( ��! $
� ���& !� ده�� و!�� �2'� را در x5ر از �� !�@	� از - �� در ا���ا4 �/� �� �2'� ا*�ر" �5د��- ه�  راGapاQ?�ه���x! 4ر ه7#
���� �! $

_. ��A& ا%�اد 4�IZ �� !�@	� د�?� ! �  :ا���ن ا�$ !I	l را رو*$ �� !� �


� 4 �����ر را �� از رو4 ا���
 ه��<�ن  C در ���	�4 ��ا4 !^�ل، ا�5Qاو �,
  *#�رش *�" ا��، �� %��ان ١x   ,  ٢x   ,  ٣x  ,…   ا%�اد @,

� *#�رش �#��
_، دار�_C!�@	� اول !�رد *#�رش ��ض �#��
_ و �
 از 2ن ا%�اد 4�IZ وا3Z در ���	�4 Qاو �,
  :  را �
W ه#�ا" �� ا%�اد @,

  
                                                    ...           L          E         C          ١         ٢         ٣   

                                                                  �          �        �          �         �         �  
                                                                          ١١          ٢١         ١١     

                                                    ...        ٣       x  ٢ T      ١ T       ١ T        ٢x        ١x      
  
 )���� �! 
J �
��J'� (��ً� *#�رش را !�(.  
  
  

   )G 4�� ��  Gap: (   دار�_��Gap �� ���� �� !)'�م 
  

           ...                                                                                            L          E         C          ١         ٢         ٣  
                      ١١          ٢١         ١١                                                         �          �         �          �        �         �  
       ... ٣       x  ٢ T      ١ T       ١ T        ٢x        ١x       �     ...            ٣  x        G        G         G       ٢x       ١x      

                                                                                                                      �        �          �  
                                                                                                                 ١١                ٢١                  ١١         

  T ١  ،  ��اT 4 ١  ،  ��اT 4 ٢                                                                                                           ��ا4 
                        )                                                         4�	���٨(  

  

� �����ر Gap !��  �<�ن داد" *�"،�7�2٨ در ���	�4 Qاو �,
�� از *#�رش ١x   ,  ٢x   ,  ٣x  ,…  ه� را �+:& �� ا%�اد @,
   و در !�@	� ! 

  .A�� d& ا%�اد 4�IZ ���& 2!�" ا�& و �:��� ا�$ !�ا@� را ��د��" �5�&  در ���	� �
 از x5ر از !�ا@� !�8	G!	��ظ دا*�� ا�& و �� 
                     
                          ١١        ١١        ١٢                                                                                                      ٢١  

&A�� ١ ��ا4 !^�ل در T 4ه� �%�#G! ٣  ,… {  ، ا��#�عx  ,   ٢x  ,   ١x  {   و }, … ١ T  ,  ٢ T  ,  ١ T  {  ,� اول از�ا dدو رد� ��
 4�	���Cدا*�� ا�� &��* ،��
� !� دهJ>� را  .  


� ر���B !)'�م z ن�
�Gap&ا� $
�R  :  
4 �� %�د @,
,� ا�& �� از �� !G#�%� 4 ��*#�را4 ��!���ه� ! �IZ د؛ ا!� ه� %�د�* �! ��A�� ��
 ! "�%�Z &�� ،�,

$ ازا%�اد @,

 ���#'�   2نê ا��'#��� -  �� �Aدش را ��& ا�$ �A �(� "�%�Zاه� ��د، � �� �Aد�Aidentityدش �#� ��ا�� در���A &Aدش *��& �#���، ز��ا ا�
&+
� $J#! $د وا��* �! U,�.  

 2ن �
P از ��ê ا�$ ���
J@ ،l_ �� و��د. � در���A &Aدش *��& �#� ���ا�&، ا! %�د 4�Y% 4�IZ از!��x! 4 �%�#Gر� :�رت د�?�،
�� (�رت !� 5
�د، xQا Z:� از ��A& *#�رش !� *�د�A�� د����� �� 2ن از راه�.   

C (�5 ذ�� aً:Z �� ر�I��#ره�I� را �,
��  ( I! N	���JR�� �� p$ %�د ���
:� ه#��اند��، �����ر ا%�اد @, �ω ( د" ا��� &��'�&:  
    ω=  } ... ,١, ٢, ٣ { ord )  �:
5
�4 �#�د" ا�& �� )   ordinal  number%�د ��� �G
�� ،4�IZ د�% �� $�A�� �� و  

�,
��ê ا�$ %�د در�'��& ا%�اد @,�+
  . *#�رش *�" �
+& و xQا ا%�اد @,
,� ���Z *#�رش �
 �%�#G! $ا!� ���� ���� دا*& �� ا� »�'�
+& و �� *#�ر!G#�%� �� %�د ا(	�   ◦G! ℵ#�%� 4 �� %�د ا(	�» ��ℵ◦و��د دارد  .  

4 �
P !� ��2، �� ا�$ *�ح ��;�ف !� �5دد�IZ ن ا%�اد�* ��A�� �� �� �,
  :ازا���و، ��ا��س ا�$ ��J>! ،��J �����ر در *#�رش ا%�اد @,
 �
Qاو �,
  �'��& *�" ا��، xQا �� ه� !�@	� از ����A *�ن Nان �� ا��س �����JR$ %�د ���
:� ه#��  } ١x   ,  ٢x   ,  ٣x  ,… { ا%�اد @,


� در!G#�%� 4 د�?�4 �� %�د ���
:� �Wر��5 و�Q ه#��ان �� Q'��& او�4، ا%�اد ���� را ه#�ا" �� �IZ ا%�ادN »  _
  ».�Zار !� ده
 �%�#G! �� &*دا ���� ����N�% �!دارد، ا W��#�! �:

:� ه�4 !�)�وت، %�ده�4 ������*�A &��   �'�2 �#ه �	د ا(ℵ◦&ا�  .  


G! l#�%� ه�Cartesian  product  4 ��ا4 !^�ل، ا�5 رو)�@ 4	�Yب د��ر�����*�A ِ well-ordered  sets   



 ٢E

 }١, ٢  {  ) =≤ , A  (  و } ... ,١, ٢, ٣ {  ) =′ ≤ , B  (  �:
���*�A 4 �Iرا� )″ ≤ , B × A  ( _
�� d�� � را �� ا�$ (�رت:  
           ).B  ،  )b , d ( ″ ≤ )  a , c  در d  و c  �2?�" ��ا4 ه� b < a و    A  ∈ a , bا�5
   ).d ′ c ≤  "�?�2   )b , d ( ″ ≤ )  a , c  و a = bا�5 

   )  B × A , ≥ ″= ( } ) ١, ١( , ) ١, ٢( , ) ١, ٣( , ... , ) ٢, ١( , ) ٢, ٢( , ) ٢, ٣( , ...      { : �2?�" دار�_
  

 �:
  . ا�&ω  = ω  + ω ٢<  ω  و %�د ���
:� 2ن ◦B × A (  ،ℵ , ≥ ″(   ا�&، %�د ا(	� ω و ٢  �� ���
B lو  A%�د ���

  4 � IZ �� را �
Qاو �,

_، ��ℵ◦"�?�2 %�د ا)	� 2ن  B × A  ( , ≥ ″(   از )١, ١( , ) ١, ٢( , ) ١, ٣( , ... ا�5 ا%�اد @,�� �n��   ا�&، !�

� ا%�اد ��A�� 4�IZ *�" از �#Qاو �,

l ه� و روش ه�A�� 4& از ا%�اد @,��� �!� ) 4�	��٣ ����
  �� IZ � 4 .)  ر��ع �#��

  .!� *�د!���B × A  ( �n , ≥ ″( از )  ٢, ١( , ) ٢, ٢( , ) ٢, ٣( ,   ... 

� �� رد�d ا�,� ��م از ���	�4( @�ل ا�5ه#� 4 ا�$ ا%�اد را �'��& ��د" و ا%�اد 4�IZ ����4 را ����& 2ور�_، C (  �%�#G! "�?�2 ر��ع �

  l
���*�A )″ ≤  , B  ×  C (   ، }١, ٢, ٣ { ) =≤ ,   C(ار�Z �e@a! ر��5 از ،  را !�ردW� 2ن �:
   ) B × A , ≥ ″( !� ده
_ �� %�د ���
�*�� �!  :  4 � IZ ،( از )  ٣, ١( , ) ٣, ٢( , ) ٣, ٣( , ... درا�$ (�رت″ ≤  , B  ×  C  (  درا�$ �� ا%�اد �� ���* �! �n���! ���� 4�IZ

 �:
  . �� ه#
$ ��� ادا!� !� ����ا�& و ◦ℵ و %�د ا)	� 2ن ω٣ω  =  ω + ω + ω  < ٢ : %:�رت ا�& از Q�@ )″ ≤  , B  ×  C (& %�د ���
  

   ؛ از2ن �'& ��\�,� !� *��_  !�^  �� %�د ���
:� �Wر��N��5 ا�$ ���
��A�� �� l *�ن ه�!�@	� ازا%�اد G! �� ���� 4�IZ#�%� 4 ه#��ان 
��ه� ا�&��A��N *�ن ا%�اد �I� 4�IZر ��!���ه� ادا!� !� ���� و !G#�%� 4 �#�م ا%�اد ���
:� ه#��ان �!�� W
�   :  

                  .  
                     .                   ω  

                        ω    )           ( ω            ω           ٢       ٣         
 }             ...  ,     ω ,    ...       ,ω  ,    ...   ,ω ,   ... ,ω ,   ω  , ...  , Cω  , ٣ω  , ...  , ٢ + ١ ω ,  ٢ ω ,   ... ,١ + ω ,  ω {    

  
 ���Z �!رج از د���س ا�&، ا�A "ه#�ار ���'� �� �� �� �n������ا�$ه#���Iر �� !�e@a !� *�د، �� ،&+
 ���xش *#�را�� �� ،ا��Jر �

  .ا�&  �/#
_ �����R��x*#�را�� 
E ( 4�	��� در �� �,��; �� � 
 را ٧ !��l *�" ا��، !� ��ان ز��!G#�%� ه�4 ا%�اد ;:
 � وا3Z دره�رد�d ا�,� از ���	�4 ٩از رو4 ا%�اد ;:

  :و�Q ا�$ روش �����2 ا�& !� ��ان �2'� را ���& 2ورد Lا�R�5 از رو4 ���	�4 . ���& 2ورد
                                                                                                                       .        ١L      ١E       ٧ �    L       ١    �  ٢   
                                                                                                                                                         �        �       �  

                                                                                                                              .           ١      ١٧C        ٨       E         ٣  
                                                                                                                                                                    �       �    �  

                                                                                                                               .                     ٩      ١٣      ١٨         C  
                                                                                                                                                                             �  

                                                                                                                                            .                  ١٠      ١٢     ١٩  
                                                                                                                                                                              �   �  

                                                                                                                                                 .                      ١١      ٢٠  
                                                                                                                                                                                    

                                                                                                                              )  4�	���٢١   .                                 )٩  
  

 �#�د" و ��  *#�رش٩، از���ن اول از ���	�4 ٧ر���	�4 ، �� � �اد %�د Z:� از2ن د��٧ا4 ���& 2وردن ه�%�د وا3Z در �� رد�d ا�,� از���	�4 

$ رد�d ا�,� از���	�4 ٩ در ���	�4 ٣ و ٢ !��
$ ê!�رب و !�از4 �� �
�Jن ه�%�د4 ر�
��_، ��IرQو دراو _
�� �! &��@ �  ، ٩ ��Iف ��

_
  .�� %�د !I	�ب د�& !� ���
  } ٣, ١L ,L, ... {: ، %:�ر��� از�٧ از ���	�4 �%� 4 ا%�اد ;:
 � وا3Z در رد�d اول ا�,#ز��!��Gا4 !^�ل، 

�� ١L، �� � �اد %�د !�Z:� ٩، در���ن اول از ���	���١L 4ا4 ���& 2وردن %�د  � ،L و �� %�د _
� !� ر�
_ و از�G�2 ٢١، *#�رش !� �
�2
_ و در رد�d ا�,� اول �� %�د  �! �  . !� ر�
_١L!�از4 �� �
�Jن ��ق ا�I� ��xQف ��

 ���& 2ور�_ و ا�$ ��ر را ��Iر ��!��ود را �'��& ��د" و ا%�اد 4�IZ ����4 را ٧%�اد @,
,� وا3Z در�#�م رد�d ه�4 ا�,� ���	�4 ا�5ه#� ا

_، ��ا4 !^�ل رد�d ا�,� اول از ���	�4 �  : �� ا�$ (�رت در!� ٧��2��Jار �

  
                                         ٣     ١١    ٣     ١١      ٣     ١١           ٢    ١١   ٢     ١١       ٢     ١١            ١    ١١   ١     ١١      ١     ١١   

         ...,١L x  , Lx ,   ٣  x  / ١T  ١   ,   ١T  ١  , ٢T  ١... /   ,  ٣T  ١   ,   ١T  ١   , ٢T  ١... /  ,  ٣T  ١   ,   ١T  ١   , ٢T  ٣  ,   ...  / ...  
           

 )                                                                                  4�	���١٠(          
  

و �� �'��& ز��!G#�%� از2ن را در ) ١١���	�l��!  ) 4 ��د٩را !� ��ان !<��� �� ���	�4 } ٣, ١L ,L, ... {�� در ا�$ (�رت !G#�%� ا%�اد 

~ داد" *�، ���& 2ورد، �� ه#�ن ١٢���	�4 B�� ،�%�#G! $
 :رو*� �� در ��� ��ا4 ���& 2وردن ه#

   



 ٢L

  
  

  .  .  .                                                     ,  .  ,b ,  ٣  .                                  c  �  b       L  �  ٣    
                                                                                                                    �       �        �   
                           .  .  .                            ,  .  ,   . ,١L                  .                         d       a        ١L  
                                                                                                                                        �    �  

  .  .  .                                                     ,  .  ,   . ,١٢١                                  .               e        ١٢١    
           

                 .       .     .        .                                                                                             .         f      
                                                                                                                                .                      

 )                                                         4�	���١٢ )                                                  ( 4�	���١١(              
  

$ f , e , d , c , b , a  �'�2ا%�اد ( 
   .)�� !���:�ت ;���� دارد �
�ز�Wرگ ا�� و � 
  

 �� �%�#G!4 ه� ز���	,� از ����ا dرد� �
$ دو vA !�رب از ���	�4 ١٢*�!� �� �� �,
 وا3Z ا�&، ١٠ !� *�د، �� �� !G#�%� ازا%�اد @,

�" �� ه� رد�d ا�,� از ���	�4 . !����n !� *�د* $
    .%#�ل !� *�د ا٧ِه#

  و ��ا4 ه� �'��& از ا%�اد 4�IZ ����،  ��!��ود �� ه#�ن روش v+� ���Z ه+���، ��زه_ ��Iر١٢ و �١٠
� ��د �� اQ?�ه�4 ���� ��
�����n �� �2'� را ���& !� ده�! � 
� �'��� را !
�ن ا%�اد @,
,� و . ا%�اد ;:� �� �� �n��� �  ا�$ اQ?�ه� �<�ن !� ده�� �� ا�R�5 �#� ��ان �

 $
�R داد ، ا!� و��د &��� � 
  . ا!�4 را ه_ �#� ��ان �)� ��دا%�اد ;:
����ا�$، ���xش *#�را�� �� ��*#�را�� �R��x��� _
  . ا�&  ا!�4 �/#

  . *�Jل *�" ا��ê   در ��ه�ن �����ر !��l ا*�:�" و ا١x   ,  ٢x   ,  ٣x  ,…   ا���
 x5ار4 ه�4 :��ددا*&
���n 2ن �� �� در��ه�ن �����ر، ا�$ ���" ا���
 x5ارl��! 4 *�" �� ���ان ��ا4 %�د � "��  4�IZ @�(� از ا�$ �'��&، ا���+� را �� �#��


+& و در��
���Z �G *#�رش ��دن ، در��e �5�&؛ �� از�G�2 �����ر%�د ;:
 � ا�&� �n��  ا�����ج !� ��� �� ه
m %�د ;:
 � ا4 �� 2ن !�
&+
���x� ن�J!ا �,
  .ا%�اد @,

در��ه�ن �����ر، . د" *�" در را��I �� 2ن ��ا4 �)� *#�رش �4��x ا%�اد @,
,�، !�دود ا�&ا!� ا�$ ���" 4 ا���
 x5ار4 و ا����ل ��Jر ��

�l��! 4 ا*�:�" *�" ا�&: � $
�R و ���ر ر�J� ار4 ��ا4 *#�رشx5 

+&؟. ا���R 4ارx5 
  درا���G ا�$ ��I! ��Jح !� *�د �� �,P ا���

���  �:��� �� ا�$ !)'�م ��*� �� ا�$ %�د @,
,� �� ��٣xا4 !^�ل، . ��� ا%�اد @,
,� ا�&���u 2ن ا�& �� �,P ا���
 x5ار4، �<���ار ��دن و *

$ را در !�ا@� !�8	d *#�رش \رد ��4^!��eر از �<���ار ��دن 2ن ا�& �� .  *#�د" !� *�د �� !����n �� 2ن ا�&٣%�د  ! �,
� %�د @,� 

_
�J� _5 ،���'� �n��  .��ا4 ر�
�ن �� �
                           ١١  

 ،l

$ و @�4�B ه+���٢  ١T  ��  ��٣x ا�$ ��� ! �,
  .  در ;� !�ا@� *#�رش �#����" ا%�اد @,
  

���,U ا(� !��Bع دد ( PQ�RR �� ��ه�ن دوم ��*#�را�� 
�(  
  

 .ا�&  axiom  of  nested  intervals  ارا�c !� *�د، ��ا��س ا(� !��Bع ��ز" ه�4 �� در �� ��Rه�ن د�?�4 �� ��ا4 ا`:�ت ��*#�را�� 

_ و �|
 �� ا��اد وارد ��2ن !� ��داز�_�
�ن !� �� �Bر را �� روش ر����x! ا���اء ��ه�ن.  

�
YZ :R��x��� ا�&  *#�رش.  

_ : ��ه�ن�
$ . ا�&  *#�رش �R��x��ض �� �� �� �� 4�n��
_ .   و��د داردN  و Rدرا�$ (�رت ��   و  = n ٢- ١m��ض !� �
     m ٢ x  <  ١ - m ٢ x   )m و � 
  . !G#�%� ا4 �� ����ن ا�& )x ٢ m -١  ,  x ٢ m (درا��/�رت ��ز" .)  %�د @,
,� ا�&x %�د ;:

  � 
5
��_ �� در ��!+�و4 ه�k  4 را �����JR$ %�د ;:
 � ٢ m + ١%�د ;: �!  m ٢ > k و   m٢ x  <  x k  < ١- m ٢ x   و ��(�ق !� �
  
|�٢ + m ٢���JR�� را  � 
١  !� 5
��_ �� در ��!+�و4 ه�k  4$ %�د ;: + m ٢ > k و   m٢ x  <  x k  < ١ + m ٢ x��  .  (�ق !� �

     x ٢ m -١ >  x ٢ m + ١ >  x m٢  + ٢ >  x m٢:       ��ا�$ ا��س دار�_
  .ا�& )  x ٢ m - ١  ,  x ٢ �cW� )m از ��ز"   ] x ٢ m + ١  ,  x ٢ m  +٢ [ !�e@a !� *�د �� !G#�%� ا%�اد وا3Z در ��ز" 

  xQا ��� ��ا(� .   �� د�:��Q ��ه<� از ��ز" ه�4 �+�� و ��ا��ار ا�&≤ m ١  �� ازاx [  4 ٢ m + ١  ,  x ٢ m  +٢ [درا��/�رت ��ز" ه�4 
  !� 	y �� p%�د .) ا�&  در د�& ��*�، ا*��ا[ R �'��� �'�2ا�5 �� د�:��Q ��ه<� از ��(	� ه�4 ��ا��ار و �+�� ( ��(	� ه�4 �� در ��

 ����! � 
���n ا�&، � ��     zا*��ا[ ا�$ ��ز" ه� و��د دارد �� ا�$ %�د �� �� %�د ;:�!  y = x z.   
 ����! � 

_، !� ��ان ��*&n  (�ق !� ��� p ≤ z  را �� در W�pر���5$ %�د ;:!�� �!  :  n ≤ z  ١  وz < n + .   

  �� _
���   = n ٢ m + ١اول ��ض !� � � z�*�� د��رت دار�_.   �/�   .x ٢ m + ١ >   x  <   x z m٢  + ٢ >  x m٢:  درا�
 � 
٢ !���UZ ا�&، ز��ا  ٢ m + ٢ا!� ا�$ ��!+�وd�� � �� 4 %�د ;: + m ٢ < z در  m٢ x  <  x z   < ١ + m ٢ x�� ،&ق ��د" ا��)     


�!#J$ ا�&، �����ا�$ z١ + m ٢ n ≠.   
� _
���  = ٢n �m @�ل ��ض !� � �  z   رت�/�  ا!� ا�$ �� � ��x .  d ٢ m -١ >  x ٢ m + ١ >  x  < x z m٢  زوج ��*�، درا�

 � 
١ !���UZ ا�&، ز��ا  ٢ m + ١%�د ;: + m ٢ < z در  m٢ x  < x z  < ١- m ٢ x ،&ا� $J#!�� 4�!ق ��د" ا�& ، �� ا�)     
 
�m ٢ n ≠.   

����ا�$، �z�� �� 2ن ا�& ��   �� زوج ا�& و �� ! �� UZ��
+&، ��y  و��د ��ارد و zد و ا�$ �� �n���! � 
   ا�$ ه_   �� ه
m %�د ;:
��. aAف ��ض ا�& � ،&+

 ��ض در�& �� Rا  ��*#�را &�.  



 ٢٧

                                                                               ***          

� ر��zن ��د"  و�
�Bار�Z $ا�&� ا�$ ��ه�ن ازا� :  

_ ه�%����n��ض !� ��! � 
� %�د ;:� �� �,

� !� ده
_. ا�&�د @,J>� ز" ه�4 ز�� را�� ،� 

 � ا%�اد ;::; �Q�:از رو4 د� :  

                                       
                                                                                                 ...       ,n ] ٢ x ,  ١- n٢ x [  ,    ... ,] Cx,  ٣x [ , ] ٢x  , ١x [    

  
٢ [�����ا�$، ��ز" . ا�$ ��ز" ه�4 �+�� �� ���4 ه+��� �� ه� ��ز" !<#�ل ��ز" !�Z:� ا�& و در درون 2ن وا3Z !� *�دx  , ١x [ و $
Qاو  

  .4 د�?� �� ;:p روال !��xر در درون 2ن �Zار !� 5
����Wر���5$ ��ز" !)�وض ا�& و ��ز" ه�
��
� از ��ز" اول، ا���ا4 ه� ��ز" !)�وض !��z ��n ] ٢ x ,  ١- n٢ x [ � 
���n �� n٢ -١  �� �����JR$ %�د ;:�! �,

$ !� *�د �� %�د @, ! 

�� � �:Z�! "3 در ا���اء و ا��'�4 ��زZوا �,
  . �Zار !� ده� ] x n٢ -٣  , x ٢ - ٢n[  2ن را !��
$ ا%�اد @,
 ��
�از ��ز" اول، ا��'�4 ه� ��ز" !)�وض � z ًدا�G!n ٢ x� 
���n �� 2ن را !��
$ ٢ ���JR�� ��  n$ %�د ;:�! �,

$ !� *�د �� %�د @, ! 

  �� � �:Z�! "ا���ا4 ��ز" !)�وض وا��'�4 ��ز �,
  .  �Zار !� ده�x n٢ -٢  و  x n٢ - ١ا%�اد @,
١  �
$ ��٣xا4 !^�ل، x  ٢ وx   $ ٣ا�& و��ار �5�Z 4ا�� � 
٢  �
$ Cx  درا�$ ��(	� ا�& و ٣x  �����JR$ %�د ;:x ٣  وx د�
  �Zار !� 5

  .  درا�$ ��(	� ا�&���JR��  Cx$ %�د ;:
 � ��ا�Z 4ار �5��C $و 
� ،�� ��� �! $
#Y� ��#B ر�I� 4د�% $
�R �� &2ن ا� � 
  �����JR$ %�د @,
,� !#�٣x $Jا4 !^�ل، %	& ���
� �� �����JR$ %�د ;:


 از � �	)��a� �� &١ا�x $
��!  ١x ٢  وx 3 !� *�د وZوا  Cx از 
� �	)��a� �� &ا� $J#! �,
٣   !��
$٣x  �����JR$ %�د @,x ٢  وx   
  .�Zار !� 5
�د

� %�د @,
,� و��د دارد �� �� �� �� ازا���G �� � � ا(� !��Bع  ��ز" ه�4 �� در �� !�رد ا��)�د" �Zار !� 5
�د �� �<�ن � �Zا�داد" *�د �� 
  .%�د ;:
 � ��د !����n !� *�د و �� �� %�د ;:
 � زوج


W ! �وف ا�&»ا(� !��Bع �#�ل �����ر«  ���A$ د��?�" ا%�اد @,
,� ارا�c �5د�� و ��  <+! 4	�êا�$ ا(� ���v �����ر �'&�  .  
  :(�رت ��د" �� ا�$ ا(� %:�رت ا�& از

��، �,����J� ]��>! �I دارد�� �� ;�ل ه�4 �2'� �� ()� !
�� د�:��Q از ��ر" IA'�4 �� در ه�  .  
روش د�?�4 �� ��ا�A�� 4$ ا%�اد @,
,� و��د دارد، !���م . ا�$ ا(� !��Bع را !� ��ان ��ا�A�� 4$ د��?�" ا%�اد @,
,� !)�وض �5�&

�� �� روش ����5
'� ا�&
   )Cut  method.( �� روش دد�

�ن ��د و ا`:�ت �#�د� �
YZ �  .�� *�وع از!)�و�Bت ا�$ روش، !� ��ان ا�$ ا(� !��Bع را �� (�رت �

 �,
  @�ل ا�$ ��ال.   و��د دارد �� !� 	p �� ��ز" ا*��ا[ ه#� ��ز" ه�4 ��ق ا�&��y ا�$ ���
l، ��ا��س ا(� ��ز" ه�4 �� در �� �� %�د @,
��! � 

& %�د ;: Bح !� *�د �� و�I!؟&+
R 2ن �� �n�  

���n !� *��� وا%�اد دا�A ��ز" ه� ��ا4 !����n *�ن �� ا%�اد ;:
 � ���+�� درا�$ ا����ل�! � 
 ا���اء و ا��'�4 ��ز" ه�4 !)�وض �� ا%�اد ;:
��
� دهJ>� ز" را�� �
+&، ز��ا در!�رد ��ز" 4 !<��[، ه�%�د @,
,� �� در2ن وا3Z ��*� �� ه
m %�د ;:
 �. ا���اء �� ا��'�4 �� �n�� ا4 !�

  .�#� ��ان ��ز" د�?�4 را ���& �� %�د !)�وض ا���اء �� ا��'�4 2ن ��*�، �� ا�$ ا!� ��aAف ��ض ا�&
@�Q& د�?�4 �� !� ��ان در��e �5�&، �� ا�$ (�رت ا�& �� ا���اء و ا��'�4 ��ز" !<��[، %�د @,
,� وا@�4 ��*�� و �� %:�رت د�?�، ��ز" 

� �I,� �� �ً��)�*�.  
3 �� �� %�د @,
,� وا@� !����n !� *��� �� ��زه_ Zدروا ،���n��
$ ��ز" ا4 !��R 4�'ا���اء و ا�� �� l
  دو %�د ;:
 � ��د و زوج �� �� ���

��UZ !�ا�� !� *��_� ��.  
                                                                                   ***  *     

PQ�R&ا� $
�R ق��ه�ن �� �
	%��  :  

$ ��ز" ا��A2 4$ ��ز" !�+�ب !� *�د، از;��� ��A2$ ��ز" ��! 
$ ا�& ز��ا �� �R �*�� "ز�� �ا�5ا*��ا[ ه#� ��ز" ه�4 ��ه�ن ��ق، �

��)� ا�& و ��ض ��ض ه� ��ز" ا4 �� %��ان ��A2$ ��ز"، ��ز" ا��JR�� 4 از2ن ���Z ��ض ا�& xQا و��د ��A2$ ��ز" �� ��ز" !<��[ !
��UZ �#� *�د !�R �� �G *#�را�� �.  

ا�$ %�د @,
,� ���J ا�& . ا!� ا*��ا[ ه#� ��ز" ه� !� ��ا�� �� %�د @,
,� ��*� �� � :�رت د�?� ��ز" ا4 ا�& �� ا���اء وا��'�4 2ن �J+�ن ا�&
��UZ ا�&� �� �� ���* �! �n��  . و دو%�د ;:
 � ��د و زوج �� 2ن !�

   و رو�� ����n را ��ون » ���ر x5ا*&« ���UZ !� ��ان از ا���ا4 ا!� �� %�د ;:
 � د�8Qا"، ��ا4 !^�ل %�د ��، را ��ا4 ر�3 ا�$ 
%#�ل ا(� ��ز" ه�4 �� در �� �� êدر��e �5��$ 2ن ا��Gم داد و %�د ;:
 � د�8Qا" را !����n �� %�د @,
,� �����J در��e �5�& �� @�(� از ا

��UZ از!
�ن !� رود.&��ز" ه�4 ��ق ا��xQ ا�� ،l
  . �� ا�$ ���
�� p
Zان 5)& ���� ���5 ا4 د�� �!:  


_، ا(� !��Bع ��ز" ه�4 �� در �� را �)� ��د" ا�_ و �� ا�$ ���
l، !� ��ان ) ١�  را در ��ه�ن ��ق *#�را Rا�5 ��ز" !<��[ را ا��Jر �
&��5 .�
�� �#��) P را رد ��د" ا�_ و vA را�& را ( ١٨٣١ - ١٩١L �Dedekind ) ا!� ���J !'#�� 2ن ا�& �� �� ا�$ ��(، ا(� !��Bع دد�

 ������"، �� دو �Wء !WGا �P8 ��د" ا�_ �� �� ! �� و��د ���
���?� درvA را�& ا�&)   ا�&Rه�� _
+,� �I,� ون و��د��.  
  : ا�$ ا(� ازا�$ �Zار ا�&

��ن �ه��5" ه#� R ،���* _
� ه� �,�I 4 رد" �8+�
$ در ;�ف R¡ ه� �,�I 4 رد" 4 دو!
$ وا3Z *�د، �,�I ه�vA 4 را��� �� دو رد" �,+
��� �! _
� �,�I و��د دارد �� ا�$ �,+
_ �,�ط �� دو رد" را ����د !� 2ورد و ���$ ��� vA را�& را �� دو �Wء �,+� v,� و �� "�?�2.  


�" !� *�دا�$ ا(� !��Bع �� ه#� IA'� و ه#� دا��" ه� ��*�� را ا���د !� ده� �� �!�� �?���
.  
��/��)�د4 �� !:��4 ا�$ ا(� ا�&، �)� �<�د ز��ا �)� و��د ا�$ ! �I,� و��د ،��
����ا�$، ���� �#'
�4 ا���<
� �� در%
$ �,U ا(� دد��


�4 �� �� (�رت !#J$ ا�&. �,�I دال �� ���
���?� در vA را�& ا�&'#� $
�R:  



 ٢٨

dQرا�& ��) ا vA � دره_ *��5 در%
$ ��ا !����5 ��'� ��  ��%� دره_ *��� �� در%
$ @�ل ��ا از ه_ وا3Z *���، ا�$ا�5 دو �Wء !�,+_ از �

+�ا�&! ،��
� �� ����ن در�,�I ا4 �� 2ن دو را ازه_ !WGا !� �ّ�� �G
�� �� . ��ض ��ّ
� �� ����ن ا�$ دو �Wء و در��

$ وB �، ا(� دد��Rدر

�` 4 �I,� �� 4�G� �
��" در2ن �,U !� *�د، ا!� ���
���?� و��د ��ارد��ض �,�I ا4 !��ّ�� _
+,� &�. 
 


�ن د�?�، �)� ��ز" !<��[ �/�رت و��د �� �,�I !<��[ ا!� ��! 
$ و !��ّ
� در��e �5��� !� *�د� �� .  
��" ���Aرد ��د و ����nرا ���� _
+,� &��` 4 �I,� ����" !� ��ان !���� _
+,� �
ّ��! 4 �I,� �� W
� �G� روش ���ر�'�دن �� aً:Z �<��~ �5د��، درا�


� . ���Zار ��د
�� وا�$ رو�� ��Iرا!� �� ه� ��� �!�

����x! �nره_ ��� ،�I,� $ن ادا!� !� ����درا����� ��.  

� رو�� �� ����ن ��ق ا��R �xQ ا�$ ���
l، ا�5 *#�را�� Q�� ن ��8اه� ��د و ا�5 *#�را�� 2ن را�
   ��x� �R��� �<�د و  ���x��� *�د، ����YZ در!

  .*�د، ��زه_ ����YZ و��د ��ارد�	,� ��*#�را 
����ا�$ درا�$ @���x� ،&Qش *#�را�� �� ��*#�را�� �R &ل ه���ام در�& ا��:Z ا�& و��x��� _
  . ا!�4 �/#


���?� درvA را�& ه#�ار" �) ب��� l
5
��_، �� ا�$ ��� �!�eا4 در �� �'��& در� �I,� را �?���
��� �I,� �(� ون از د���س ا�& و�

��/��)�د! �I,� ا!�4 در �� �'��& !���ل !� *�د،و��د ��  .���� در �� �'��& (�ق �#� �
  .درا���G، ا(� دد�

�� دره� ���� !#J$ ��*� و در%
$ @�ل دره
m ) ج � ،�*�� $
 !�� ����
��� �I,� ن�J! �5را�I� ���� "�* U,� ��

$ �:�*�، �2?�" ا(� دد� !

+&!�Jن ���
���?� ه_ �
�ون از د���س ا�& و �)�ا!� � � IZ د�(� �/��! �I,� و��د .  

����ا�$، ���xش *#�را�� �� ��*#�را�� �R&ا���x��� _
#/�  .  

$ %�د4 �� �� %�د ;:
 � ��د �� %�د زو�� �� �a��(	� � � از2ن �Zا) ٢�R �J�� %�د @,
,� ��*�، ا�� �!�* �'�د ر دارا�5 ��ز" !<��[ �

��x��� _
  . ا�& Rا�& و �� ه� ��ام !����n ��ض *�د (�
~ �Aاه� ��د �� ��
�G ا�$ ا!� *#�را�� !����n *�د، �/#
�� ��*� !� *�د

$ @���Q در وا3Z از ا(� !��Bع دد��R.  

٣ (�%�#G! د4 از��د زوج  �� �% m
  ه� �,�I ازا�$ ��ز" !����n ا%�اد ;:
 � �� �� ا�5 ��ز" !<��[ *�!� �� �'��& �,�I ��*�، �2?�" ه
�� �Aاه� ��د�W?��� ���Z 4�?د� � 

& ��8اه� دا*& و در رو��4 �� ����ن �� ه�%�د ;: IZ ،د�* �!.   

���� �! _
��" را !� ���xد �� vA را�& را �� دو �Wء �,+�� _
+,� �I,� &��'� �� و��د ،��

$ @���Q درواaA�� 3Zف ا(� !��Bع دد��R.  
��ان ا!�4 �� @/�ل R*#�را�� درا�$ (�رت، % �� ،���'� �� �� �� �n��  .د، ���x��� !� *�د2ن �� رو��4 �� ����ن !���ل !� �5د  �� �


� رو�� �� ����ن !��xر ا��Jر *�د، �2?�"  ��*#�را�� Qد �� ���'� �n��  ���x��� *�" ا�&، ا!� �:��� ��ا!�ش ��د �� ا�$ ��*#�را�� Rا�5 ا!�Jن �
�� �Zار دارد�� ���� �,
  .U ا(� دد�

��" در2ن، *#�را�� �� ��*#�را�� �� _
+,� �I,� �� 4�� �� �I,� &��'� �� ض�� �� ��

_ �����x !� *�د��R ا�$ ���
U,� �� ،l ا(� دد�#/�  .  
  

   Rروش ��ر" WG! 4�'IAا ��ا4 *#�رش 
  

�د" *�" ا�& �� !)'�م ��ر" IA'�4 �� در �� را در��دارد وه� ��ز" را  ازا(� ��ز" ه�4 �� در �� ا��)،در��ه�ن Z:�ه#���Iر �� !�e@a �5د�� 
�,
  . ا���اء �� ا��'�4 �� ��ز" �� �� ��ر" vA ا�&،!� ��ان �� ��ر" vA ��ض ��د �� ه�%�د @,

  .  ارا�c !� *�د �� در2ن �� ��� د�?�4 از!)'�م ;�ل ��ر" vA ا��)�د" *�" ا�&Rدرا���G رو*� ��ا4 *#�رش 
� !��ر در��e �5��� !� *�ددرا�$ � �� vA "ر�� ���ان ;�ل �% �� �
$ ()� و �� �,
� %�د @,
,� . روش ه�%�د @,� vA "ل ه� ��ر�;


� !� ده��، !<�8 !� *�دJ>� وض را�(! vA "ا���اء و ا��'�4 ��ر �� �,
  . ا�& �� �� �)��B ا%�اد @,
vA "ر�� ���ان ;�ل �% �� �,
  x , y , a   ;   y – x = a ∋) ٠ ,١  ( ;   x > y:   و %�د @,
,� د�?�! 
$ !� *�د �� د،�����ا�$، ه�%�د @,

a و vA "ل ��ر�;  x و  y l
  ا�$ دو %�د را �� �� �)& .  �<�ن !� ده�� و ا��'�4 ��ر" vA !)�وض راا%�اد4 @,
,� ه+��� �� ا���اء  �� ���
)x , y  ( _
  : را در��5�e�&١���	�a ، b ، c ،   ... 4 ��ر" IA'�4 �� ا�$ روش !� ��ان در !�رد. �<�ن !� ده

                                                                                      ...                    , )Ly ,  Ex  (   , )Cy ,  ٣x (   , )٢y ,  ١x :    ( a  
                                          ...                                                                , )Ly ,  Ex  (   , )Cy ,  ٣x  (   ,)٢y ,  ١x :    ( b 

  ...                                                                                                        , )Ly ,  Ex  (   , )Cy   ,٣x  (   ,)٢y ,  ١x :    ( c    
                                                                                               :            .                    .                    .                       d   

                                                                                                                                                                  .                
 )                                                                                             4�	���١                      (                                        .          

  
   )  ٣x  , Cy( ا!� ��ا4 !^�ل، ا%�اد �)& . درا�$ ���	� �'& �'�Q& ��ر، �)�'� �! 4	p �� �#�م ��ر" IA'� �/�ر�� �J+�ن �<�ن داد" *�" ا��

� ا���اء �� �� ا��'�J� 4+�ن دا*�� ��*�� �J+�ن �
+&، �R�5 �5هً� !#J$ ا cاز  )  ٣x  , Cy( WQو!ً� �� ا%�اد �)&   bاز � vA "دو ��ر &�.  
  :ا*�:�"، ه� رد�d ا�,� را !� ��ان �� (�ر�� !<��� �� �7�2 �� ��ا4 رد�d اول �<�ن !� ده
_، در��e �5�&ا����ب از�����ا�$، �'& 

  ...                                                                         , )Ly a , Ex a  (  , )Cy a , ٣x a  (  ,)٢y a , ١x a (  
� ا��'� ��ا4 ��ر" ٢y vA  �� ا�$ ! �� ا�& �� ��٢y aا4 !^�ل �  a  ب ��دن�B ��
+&٢y  در a ا�& و �� ! �  .  


_��١ ا�$ �Zار، ا���ن ���	�4 �� �! l��! را �/�رت ز��  :  
                                                     .                                          ١d x           ١c x           ١b x           ١x a  

         .                                                                                      ٢y d           ٢y c           ٢y b           ٢y a    
               .                                                                                ٣x d           ٣x c           ٣x b           ٣x a  

         .                                                                                      Cy d           Cy c           Cy b           Cy a  
             .                                                                                               .                 . .                .          

                                                                                                     



 ٢٩

 )                                                                                                                 4�	���٢ (  

$ ا%�اد ��Jار4 در@
$ *#�رش @، ا%�اد ()� و �� ٢در ���	�4 ��� و *#�د" �#� *���، ه7#�+
 .xف �Aاه�� *��Wء رو�� *#�رش �

 4�'IA "ا�5 ��ا4 ه#� ��رa ، b ، c ،   ... �� � &(� $
Q٢(دراوy ,  ١x (   ،١x _��
?� �e٢  را ()� در�y ر را��x! 4�'IA "ل ��ر�;  

$ �Aاه� ��د ! . 4�	��� l
  :                                               �/�رت ز�� در!� ��٢��2 ا�$ ���

                                                                                     °               °            °             °            °      
                                                                             

                                                                                         .          d            c             b    �     a  
                                                                                                                                     �                        
                                          .                                                     ٣x d        ٣x c        ٣x b       ٣x a  

                                                                                                                                     �      �  
          .                                                                                     Cy d        Cy c        Cy b       Cy a  

   .             .                                                                                     .            .              .             
                                                                                                            

                                                                                                             ) 4�	���٣ (  
  :ا�&$ روش ازا�$ �Zار���J ا(	� درا�

%�د ()� !�رد *#�رش �
+&، xQا �/�رت �� ���Q�A 4 در ��ول . ا�&�د �� �#�!� ا%�اد رد�d اول، ()� !�e@a !� *٣در ���	�4 
  .*���، �Zار داد ����A !� ٣درا�$ ��ا@� �Q�A !� ��ان ا%�اد 4�IZ را �� از رو4 ا%�اد وا3Z در ���	��n . 4ه� !� *�د


_ !�Gد ا%�اد ��ول دارد �� *#�رش 2ن ��Jار *�دe�
$ ��ر4 �
�ز �� ��R �!ا . �e4 ���� در��'IA "ان ;�ل ��ر��ا�5 ا%�اد 4�IZ را �� %

��_ و ��ر" IA'�4 درد���س را �/�رت  ?�, … ٣T , c ,  ٢T , b ,  ١ T a , 5 ~��>� �
_، �� ;:p رو��4 �� در ���� l��!    ،د���  

 4�	��� ��C_
  : د�& !� ���
                                                                                   °               °            °             °            °          °  

                                                                                         .                c  ٢T          b            ١T   a           
            .                                                                                   ٣x c       ٣x ٢T      ٣x b      ٣x ١ T     ٣x a  

                                             .                                                  Cy c        Cy ٢T     Cy b      Cy ١T      Cy a  
       .                                                                                              .              .         .             .   .             

  
 )                                                                                                                  4�	���C(  

  

_ !�Gد، رد�d اول �#�!ً� ()�!�e@a !� *�د �� �� ا�$ e�%�اد @,
,� !� *�د، �� ��زه_ �� %��ان ���?�" ا%�اد 4�IZ ����4 �� از رو4 ا�

  . ����A !� *���، در��e �5��� !� *�دCوا3Z در ���	�4 
،l

_ *��� وا�$ رو�� ��Iر �� ����ن ادا!� !� ����C ا%�اد ���	�4 �� ا�$ ���e�   . !�Gداً ���� �� ;:p ه#
$ روال �

�G
��  :�YZ��� ��xQق ا��روش  p:;�� �#% و �,
 !<�ه�" �#� *�د، ا!� د�& ����$ �� ����e@a! �n !� *�د �� �� ��ض *#�را�� ا%�اد @,
 $
� �� �� ��R  و N ا در .  �� ا!�4 �� ����ن ��ل !� *�دxQ ،&ا� ��x� ن�J!رو�� د����� �� 2ن ا ������ �� �
Qد �� �n��ا��Jر و��د ا�$ �

��ان �� ا(� !��Bع ���x��� !� *�دR ا�$ @�Q&، ��*#�را�� % �� .  
  

&A�� 3��� �
	��  
� %�د 4�IZ   د���_ �� ازار�Zم �
 ازR �����ر ��ا4 *#�را�� در ��ه�ن� &A�� 4ا�� �,
  ا%<�ر ه�%�د @,
,� �� در �'��& ا%�اد @,

� رZ_ ��ا�A�� 4$ %�د �J� 4�IZر !� رود� �'�   ���?�" 2ن %�د @,
,� را در �'��&  ا�$ رZ_ ��ا��س %�د4 ;:
 � ��.�Zار دارد، �
��، !<�8 !� *�د� �! $
 در ��A& ،�ا4 !^�ل، ا�5 �� %�د @,
,� ده#
$ %�د از �'��& ��*�، درا��/�رت ده#
$ رZ_ ا%<�ر4 2ن�. ! 

  .%�د �J� 4�IZر !� رود
 ،���� �! &��* ��
 ! 4�IZ د�% &A�� م در�Z'��& را �� ا�$ *�ط �� ه#� ا�$ ار�3 در Zاز ا%<�ر ا%�اد وا 
  !G#�%� 4 ار�Zم �

_��
5 �! �eدر� . �%�#G! $٣٣ … ,{:   %:�رت ا�& ازا� a ,  ٢٢a ,  ١١a {  =A    
&A�� از;�ف د�?�، دره#�ن ��ه�ن، درê4�IZ د�% �!G#�%� 4 دو %4�Y ا�$ ار�Zم را �� . !� رو��، دو ر�J� _Zر ار�Zم �
 از ا%<�ر �

 �%�#G!B_
�� �! �8>!    : }٢b  , ١b {  =B  

_  �� ا�$ A 4�+�  Bا���ن ���A�� 3& را �� ���3 از�� �! d�� � رت�):  

   .a kk (f  = (٢b  ٢b  ≠ a kk   "�?�2ا�5 ) ٢     و     a kk (f  = (١b   ٢b =  a kk   "�?�2ا�5 ) ١

��_، ٠T =  "�?�2 /t١t t٢ ٣... ا�5 �� %�د 4�IZ را �� (�رت �	�  ?� �eدر�   t k ) =a kk (f  ��  t k��2 �! &��� &A�� 3��� 4از رو  .  


� ز�درYZ �5ا �� _
   �Aدش ê%�د 4�IZ در دا�A �'��& *#�را�� از ا%�اد @,
,� ��*�، ه�?�م ��A& 2ن در ��A&� �<�ن !� ده
��� �#� &��*.  

                                                                            ...٣ t٢ t١t/ ٠T =            |               ...        ١٣a ١٢ a١١a/ ١  = ٠x    
                                                                                                                     ...                   ٢٣a ٢٢a٢١a/ ٢  = ٠x    

                                                                                                                          ...              ٣٣  a٣٢a٣١a/ ٣ = ٠x  
.                                                                                                                                                                          

       .                                                                                                                                                                   
                                                                                                                          ...' n t...  ٣t' ٢'  t١t'/ ٠T ' = = x n  



 ٣٠

                                                                                                                                                         .                  
                .                                                                                                                                                          

                                                                                                                                                     .                     
 )                                                                                                                                                4�	���١(  

   را ' T �'& ا����ب از ا*�:�"، ار�Zم �
 از ا%<�ر.   ا�& �� ����A !� *�دT، ه#�ن %�د 4�IZ   از �'��&T ' = x n  ،١در ���	�4 
  .  �<�ن !� ده
_= ' ٠T /'t١t  '٢ '٣t... �/�رت  

�
YZ:  x n &A�� در  T��� �#� &��*  .  

_ ):A	d( ��ه�ن���، درا�$ (�رت T  در ��x n &A  ��ض �� �! &��*  n t 4از رو  ' n t��  د�* �! $
 ! &A�� 3��� ا��س:  

   .  ٢b  =  n t ≠  ٢b ≠  ' n t  "�?�2   ' n tا�5  ) ٢و     .   ١b  =  n t ≠  ٢b = ' n t   "�?�2   ' n tا�5 ) ١
  &Q�@ در ه� دو' n t   ≠ n t 4ف �+�وaA�� ��   T و  T '&ا�   .&+
����ا�$، ��ض در�& ��.  

�G
��  :��x! 4�IZ د�% �� �G�2از��   �. ر در �'��& وا3Z ا�&، *#�د" !� *�د ا!� �#� ��ا�� در ���A &Aد *��& �
  


���  @�T 'Wc @�ل ���� !<�8 ��د ��� P
� �YZ��� �� �*�� ���� �Iا��* �R  . �J���، T  در ����x n &A ���� �� ا�� �#� &��*    
  :ا�&ا!�Jن ���x  دو @�n t &Q 'در ا���G ��ا4  . � *�د��x  n  ! ��A + ١  از  + ١a  (n (n   از روn t 4 در ا��/�رت ه� 

                    
 ١(                            ' n t  ≠ ٢b  =  n t    ⇒  ١b =  n) ١a  (n +      

                                                            or                             {   ⇒ )    ٢b  ∨ ١b =  ' n t      ∧     ' n t =  n) ١a  (n +  (                                       

' n                                       t  ≠ ١b  = n t    ⇒   ٢b =  n) ١a  (n +   )                              ∧   ، و  &!a%∨ &!a%  ��(   
  

�G

+&.   ا�&' T  و aA  4Tف �+�و ���� ا�$ ��� ��x� ن�J!ا ��Q�@ $
�R اxQ.  
  
١ (    )             ٢b =  ' n t    ∨   ٢b =  ' n t  (  ∧  ٢b  =  n t    ⇒ )    ٢b  ∧ ١b   ≠  n) ١a  (n +      ∧     ' n t ≠  n) ١a  (n + (   
   

                                                                                 &+
� UZ���!                       :٢b =  ' n t  ,    ٢b  =  n t    

                                                                                                                                            or                {  ⇒          
                                                                                     &+
� UZ���!                  :١b =  ' n t  ,    ٢b  =  n t    

                                                                                                                                                                    
                                                &+
� UZ���! :    n t   =' n t   ⇒  ١b =  n) ١a  (n +          ∧     ' n t ≠  n) ١a  (n +      :   ��  

                                                                                                                   or  {  
                        &+
� UZ���! :  n t =  ' n t   ⇒  ٢b =  n) ١a  (n +  

  
)aA ،���+
� UZ��
_ و ���� ���� دا*& �� ��J از *�وط ز�� در��ر" 4 ه� !�ارد4 را �� !��� �! �' n tاز  T '  ن�J! در �� ،n  &��'� ام

  : �Zار دارد، �Bور4 ا�&
                                                                                                       ٢b  ∨ ١b =  n) ١a  (n +       ∧     ' n t ≠  n) ١a  (n +)    ١   

                                                                              ٢b =  ' n t     ∧    ٢b ,  ١ b ≠  n) ١a  (n +       ∧     ' n t ≠  n) ١a  (n +)    ٢  
&��5 �eرت ز�� !� ��ان در��/� $
�  :�� ا�$ *�وط را ه7#

                                                                                                                ٢b = n) ١a  (n +       ∧     ' n t ≠  n) ١a  (n +     
                                                                                                                                                                            or      

 )                                                                                    ٢b =  ' n t  ⇒   ٢b ≠  n) ١a  (n +      ( ∧     ' n t ≠  n) ١a  (n +   
  

 ��Zدا*& �� و ���� ����T ' ن�J! در  n&'��& ا��ام   :dQا4 ) ا��' t از 
  وا3Z ا��، *�وط ��ق در ' T  در ار�Zم ا%<�رn t 4 '  ه��� �� �
�� !�Jن'n  از n!�رد �2'� ه_ (�ق !� ��� و ���Z ��ر��د ا�& و در !�رد �2'� در *�وط ��ق �� ��4  � ، '  ' n t از 
� �� �e� رد�!  ' n t    

  .، ا��)�د" !� *�د ) n' > n( وا3Z ا�&

$ ه�n t '  ه��� �� Z:� از ' ��tا4 ) ب� ���>! �:
  .ا�&  ���Zار'x nاز   'a n'n و )  n t) n' < n '  '  وا3Z ا��، *�وط ��ق �� ���
  


� ��ق را ��ا4 ه� � �اد از 	��Tان !^�ل��  :   !� ��ان ��Jر ��د، �� %
�� و در !�Jن   *T  در ��T ' = T &A  ،٢در �'��& ���	�4 � �#� &��C&3 ا�Zام وا  . �5
��_ �� �� ه#�ن ���T '' 3@�ل � �! �e� در  

��   ''C≠ t'  Ct:   دار�_ ''A��Ct& ���& !� ��2، ا!� در  �  T '' ≠ T '.   
 �� �G�2 ازT '' �� 
� ،���� در !�Jن ' T  ه+& �� � � از'' T ''' = T  در ���A &Aد *��& �#� � �  EZام وا  $
  'C  t  و '''3Ct ا�& و �
  . ا�&وط !��xر ���Zار��J از *�

  ،l
  aً:ZEx �� (�رت  ( Lx  از  LEa  و   '''�J! ��  Etن *<_ �'��& !��,� !� *�د و �
$   ��Ex ا�$ ���



 ٣١


l ا�A2 �Q) *#�د" *�" ��د��� $
  .��J از *�وط !��xر ���Zار ا�& و �� ه#
  
  
  

                                                                                                                                ١x        |        ١x                 
                                                                                                                               ٢x                 ٢x         

                                                                                                                                ٣x                 ٣x    
                                                                                                                      T ' =  Cx            |  T ' = Cx  

                                                                                                                      T '''=  Ex                  Ex  
                                                                                                                                Lx                 	      

                                                                                                                             .                   .       
 .                   .                                                                                                                                    

                                                                                     .                                                               |   .  
                                                                                                          

                                                                         )                                                              4�	���٢(  
  

�G

� ه� 4 ��ق، رو*� را ��ا4 �'��& ��دن : ��	��R2 در �� ��4 �
�ون از2ن وا3Z �<�د  !�Iح !� ��IZ د�% m
  �� R�'��& ��دن . ن ه
���n ��دن IZ � ه�%�Y  %#	� ����ن ���G!ℵ◦��x#�%� از 2ن �� %�د ا(	� �$ روش و �� در د�& دا*�$ �� ز��ا�! �G
�R ا�&، در��� ��   

  .ا�&، ا!� و��د 2ن را ه_ �#� ��ان ا��Jر ��د �Aرج از د���س  �Y%Nاز 
����ا�$، *#�را�� �� ��*#�را�� �R&���x� ع�B�! �)ا �  .  ا!�4 �/#
_ �����xا�& و ه� �� را !� ��ان �� %��ان �

  
5
��_١x   ,  ٢x   ,  ٣x  ,… �'��& : !^�ل �! �e4  .   را در��IZ د�% _
�ا��س ���A�� 3& از �� ��   ١T = ٠ /t١١t t١٢ ١٣... ��ض !� �


� %�م *��&، در ا���ا4 2ن �Zار داردYZ p:; �� ��2 �! &��� &��'� $4 ( ا��	٢و ) ٣��� T    از 
�١T  $
� ��   ٢١t ٢  از T     ١١وt از  
١Tق ا��از *�وط  �J�   $
��Iر و �,
� ١x ازa ١٢ و  T ٢  از �Z�� ��xQ٢٢tار ا�& و �
ه� �� ;:x    p  �� ار�Zم ا%<�رT 4 ٢  ه�t 4  ه_ ه#

٢  �
 از T ٣ه#�ن *�وط ه#�ه�¢ !� *��� و  T    ��٣١t ٣٢  وt ٣٣  وt �� l
��� ��  ١١t ٢٢  وt ١٣  وa ١  ازx ه#�ن *�وط p:; ��  
���* �! ¢�  . ه#�ه

                                                                                                                              ١       T '        |١T  
                                                                                                                                                       ٢' T                 ٢ T     

                                                                                                                             ٣' T               ٣ T    
                                            .                   .                                                                                       

         .                                                                                                                                 |         .   
                                                                                                                               ١                x١x  

                                                                                                                               ١T               ٢x         
                                                                                                                               ٢x               ٣x          

                                                                                                                              ٢ T   .                
                                                                                                                                                               .         .       

         .                                                                                                                                         |.  
                                                                                                

 )                                                                                                                       4�	���C )           ( 4�	���٣(  
  

  و  ...   و T ٢  از ٢٢t ، ١T  از ��١١t   از را�& �� ١t k ( k - ¡R(و  ...   و t k ٢ و ١k  t،   = ٠T k/t k١k  t ٣k  t٢... ��Iر �	� در !�رد 
) ١ ) ( k – ١t  ( k -  ١ ازT k - ا�& و ¢�  .  ه#�ه�¢ ا�& و ا١x�A2 �Q  از١a t kk  ��  k  ه#�ه
  


_ ١x  , T ١ ,  ٢x ,  T ٢  x  ,٣ ,  ٣T ... , ا�5 2ن را �� (�رت : ا�$ �'��& ��Iر ��!��ود v+� ���Z ا�&�
_، و ��ض ���#� l��!  ١ T ' ��  

� %�م *��&YZ p:;�� ��2 �! &��� از رو4 2ن،�A2 �Qو ا ���� �! v+� روش $
  ) C���	�4 . (  در ا���ا4 2ن �Zار دارد، !�Gداً �� ه#

  

� �����ر و �
����ر YZ  

 �J� �,

$ %�د ا(	� !G#�%� ا%�اد @,
 � �� �� �����YZ از )

� ز��) ����ر�YZ ،���� �! م ار�:�ط��
� �����ر !<'�ر ا�&ا�& �� �YZ .
_
�
� را �<��~ ��د" و �|
 �� ا��ادات وارد �� 2ن !� ��داز�_ و در ا��'� ��
�G @�(	� را �
�ن !� �YZ $ه�ن ا���.  

  
�� %�د ا(	� !X card �%�#G.   �<�ن !� ده��p( X )ز��!G#�%� ه�4 2ن را ��  �#�م   �� !X�%�#G! ،�*�� �%�#Gا�5  ! ��  X&ا� .  

 �
YZا�5 : �����رX "�?�2 ،�*�� �%�#G! ��  p( X ) card  < X card .  
� %�Y دارد، xQا( ∅ )X = ∅  "�?�2  ، pا�5 : ��ه�ن�   p( ∅ ) card ∅ <  card.  
� ا�& x ∈X  ��ا4 ه�p( X )  � X : g �� ��  g ( x ) = { x }∈ p( X ) ،  درا�$ @�X ≠ ∅ 3��� &Qا�5 � �� �  .  � ��d !� *�د، �

) 3��� f : X � Y �5ا�&، ا �� �� ��  X ∈ ٢x, ١x   ٢(   وx f (  )  =  ١x f (   "�?�2   ٢x = ١x(   



 ٣٢

 �%�#G! ،$ا������X4   �� ز�� �%�#G!x } | x ∈X } { {  ازp( X ) �� %p( X ) card   ≤  X card .] ≤ ��JR�� &!a  ه#��ان ا�&، � 
  ]�� !+�و4


� *�ودردر( YZ از �G�
$ ا�&.   ا��)�د" *�" ا�&��Schröder-Bernstein   theorem$  ���<�-ا��R �
YZ $ا� : �%�#G!ا�5 دوA و B    
 �� ��*�� �#+Z ��A �%�#G!ز�� �� �� Bه#��ان ��*� و B �%�#G!ز�� �� �� W
�   A "�?�2 ،�*�� ه#��انA و B��  .  ه#��ان ه+�


YZ ز�� را ا`:�ت ��د �� در �
YZ ان�� �! �
YZ $ا�&ازا� ���ر ر�J� ا�5 : � �����ر A و B ،��*�� �%�#G! دو B card A ≤     card   
  �� �� �� 3��� �  .)   و��د دا*�� ��*�f : A � Bا�5 و ��'� ا�5 �

 ��،l
  .  ه#��ان �
+&X ��  p( X )، ���� �<�ن داد ��  p( X ) card   <  X card ��ا4 ا���J �<�ن داد" *�د �� ا�$ ���

_از ��ه�ن�
_ �� ���A   : 3	d ا��)�د" !� ��� ا�&، و��د دارد� p( X )    f : X ��ض !� �� �� �� �n��� �@�ل ���UZ درا�$ .  �� �

_
  .��ض را �<�ن !� ده
 �� �n���! 4 �%�#G!x ∈ X �� را  f ( x )_
 � 	 �x �� ��   f ( x )  p	p دارد، �
   G!  p( X )#�%� ا4 ا�& �� �� f ( x ).   �<�ن !� ده

  .دارد �� � 	p ��ارد
� ��   را �� G!x#�%� ا4 ازز��� �� �� �n��
� *�" ا�& از ه#� ا%���Y �� در �J>�f ( x )_��
5 �!�eار��، در��� p	 �  .   

�� p	 �! �%�#G! $ا�p( X ) &ن    ا��R وX ��  p( X )   4 از�Y% ،دارد �� �� �� �n���X ����!  s �� 4ر�I� و��د دارد   �%�#G! ��
����x!f ( s )�*�� �nر �� �� �! ،_
  .  �<�ن !� ده

   . ∌ s ∈ f ( s ) ��      f ( s ) s@�ل ��  

�G !� *�د �� f ( s ) ا%�Yء ê ، درا��/�رت ��� �� � ��s ∈ f ( s )dا�5 ) ١��   f ( s ) s ∉&ا� UZ��  .  و ا�$ !�
�� �� � ��sd ، درا��/�رت  ∌ f ( s ) sا�5) ٢�  ê 4 �%�#G! f ( s ) ��  f ( s ) ��  .  و ا�$ ���UZ ا�& �!  s ∈ f ( s )	p ا�&، � 


� �����ر ا`:�ت !� *�دYZ �G
  .ه#���Iر �� !�e@a !� *�د در ه� دو (�رت �� ���UZ !� ر�
_ و در��
  


� در دو ���J ا�&YZ $ا� &
  :اه#
    و��د دارد ��Iرx �� 4 %�د ا(	� د�?�4 !���� ل !�Iح !� *�د �� ��2وا�$ ��ا  p(N  card  < N card  (2ن ��
�G !� *�د ��از) ١
 )    p(N  card  x  <  < N card . &ر ا�����
  .ا�$ ��ال ه#�ن !+>	� �
٢ (�
YZ $از رو*� را ��ا4 ،ا� &��'� �� �Q�:د� ���در�& ��دن �
��، ��اtransfinite( 4 ��ا !���ه� ) ا%�اد ��ا�+(� �! �cل ���� ارا�^! :  

                                                                           
                                                                                                 …          <))   p( p( R  card  <)   p( R  card  < R card    

                                                                                                                                                                        n 
 �%�#G!�5ور4 ا�& �� `��& !� *�د ا�B _ه l	I! $د2ور4 ا��� �G�٢
,ً� *�!�    دX �!�*  n �%�#G! "�?�2 ،�*�� �Y% p(x)Zدرا�   

  .%�Y ا�&
                                                                      ****               


_ �� ���ان �����x! UZر را �����2 !�رد ��ر�� �Zار داد���ن �
�ن !� �R ر را����� �
YZ ن��  .ا�
� !G#�%� و A ا�5� Pه#� ز�� �%�#G!  ،�*�� ه�4 2ن �%�#G! �%�#G!A  4 ه#� ز�� �%�#G! �� 4�Y% � ه#��ان G!A#�%� ه�4 �


� *�ودر.  !� ��*�G!P#�%� ا4 از ز��ا�& ��YZ p:; ��- $���>���  �� د�* �! �G
��P card A ≤    . card  
  "�?�2 ،���+
  . ���Zارا�&P card A <     card@�ل ا�5 `��& *�د �� ا�$ دو !G#�%� ه#��ان �


_ �� ا�$ دو !G#�%� ه#��ان ��*���� ا��)�د" از �
$ ا%�Yء . ��ه�ن A	d، ��ض !� �� �� �� �� 4�n��� ،&Q�@ $درا�A  4ه� �%�#G!و ز�� 
Aه� ز��.  و��د دارد �� �n���! �%�#G!a ∈ A �� را  f ( a ) 
� ،_
  . ا�& �� %4�Y از 2ن �
+&4�Y% ��   f ( a ) ازa  �<�ن !� ده


�ا«   را �� �I� f ( a ) a ∈  ،�*��  aر �Zارداد4، ا�5� �Y% «�5و ا _
!�� �! f ( a ) ∉ a �Y% �
�ا«  ،  2ن را ���� «_
!�� �! .  
 �Y%ه� 
�Aا�

�ا�& �� ���� ��  .  

5
��_A  را �� از ه#� %�Yه�4 ���
�اG!A �%�#G! 4#�%� ا4 از ز�� �! �eد، در��* �! �
J>�   . ����! 4�Y% �� ���� �%�#G! $ا�s  
��!�*�� �n� . ��2 �� ��2 �! P
4 �
�ا�& �� ���
�ا؟sا���ن ا�$ ��ال ��Y%   

�ا ��*� � ��  sا�5) ١�  f (s ) ∈ s ،&ا ا��
��� �%�#G! $ازا� �Y%ه� �� ���G�2از  s UZ�� ه_ �� %��ان %4�Y از2ن ���
�ا ا�& �� ا�$ �

  .ا�&

�ا ��*� � ��  sا�5 )٢���  f (s ) ∉ s%�#G! d�� � p:; ،  ،ر��x! 4 �s ��  ه_  �
�ا ا�&، �� ا�$s  و 4�Y% ����  f (s ) ∈ s از2ن ��*� � 

��UZ ا�&�.  
��UZ !� *�د، �
 P و ��A ا�$ ���
l، ��ض ه#��ا�� � �� �G�!  P card A <    . card  

  

� �����رYZ �� PQ�R  

  

� �����ر در !�رد !G#�%� ه�4 !���ه� (�YZ �� &*وت رو��و درا���اء ���� اذ%�ن دا�(�! � Bه� �� و��دق ا�&، در��ر" !G#�%� ه�4 ��!�

  .ه+�
_ �� �� *�ح 2ن !� ��داز�_
 G!B#�%� !)�وض را . ا�& G! A#�%� ا4 از%�Yه�4 ���
�ا را در��دارد و ز��در ��ه�ن ��ق، و��د !G#�%� ا4 !)�وض ا�& �� ه#� 

 �� �� _
!�� �!s&ا� �n��
$ !G#�%� ا��x� 4��� !� *�د، و�Q ا!� ���� ���� دا*& �� �5.   !��R و��د �Rs2ن، !���� �� و��د �� �n���!  ê 
��� �! U,� 2ن ا�& و 2ن را $
>

$ ا�&. ��R �!ا�$ ا �
Qد:  



 ٣٣

4 ���
�ا�& و ��;:G! �Y%s d�� � p#�%� !���د �:�*�،   sا�5�Y% B ، s �!�* ا4 �� ه+& و �%�#G! &��Y% ��  s ��2 �!در ،&+
�  

$ 2ن !�ا�� !� *��_و �� ا�>
4 �
�ا�& و G! �Y%  s#�%� !���د ��*�، sاز ;�ف د�?�، ا�5 . $ ���
l �� ا!�4 !���� �� و��د ��Y% 

 d�� � p:;��B ، s   �!�* د و���! P

$ !G#�%� ا4 از ��R �Y% ���:�s   2ن $
>
  ��د" ��*� و ��زه_ �� ا!�4 !���� �� و��د �
_
�  .���Aرد !� �

 ا�& A  *�!� ا%���Y از B  ��*� !� *�د �� ��� ��2ن axiom  of  specification  از ا(� !��Bع �/��~  ��Bد !G#�%� در وا3Z، و
  :ا�&ا(� !��Bع �/��~  ازا�$ �Zار. �&�� @�A �#Jص در��ر" �2'� (�دق ا

�%�#G! ه� �� �n���! A_J@و ه�   ( x ) P  "در��ر x ∈ A  4 �%�#G! �� ،  }( x ) P| x ∈ A   { ء 2ن�Y%و��د دارد �� ا، �ً,
Zد   
�� 2Aن ا%�Yء ��!  x _J@ �� ��  .  ��ا4 �2'� را�& ا�&P ( x )  ه+�

  .   را�& و ��ا4 �,
� دروغ ا�&A  ��د ا�&، ��ا�Y � 4 از %�Yه�G!  x 4#�%� ه#� ا%�اد ;:
 � ��*�، W5ار" ��A 4ا4 !^�ل، ا�5 
 �%�#G! }x  &د ا���   |N ∈ x { �%�#G!��  . ه#� ا%�اد ��د را !<�8 !� �

 $
>
����ا�$، و��د ��B �! �*�� ق��ار�_ و  را �� از ا(� x5 �! ر����  را ��'� ��B*�د، رد ��د" و ��A�� د�J	#% �� �G
��ان ��% ،   

_ و و��د ! ��� دار �	,� !� �B_
�� !�,p !� دا��A�� ��  . را در �� %#	�Jد �� ���2

��ه� ��*�، در!�رد !�A�� "�A  �%�#G?�ا���� �<�ن !� ده
_ �� ا�5 ��ا��س ا�$ د��5ا���ن�!�� �%�#G! ��B ���A�� 4ا �%�#G! ان��% ��  
���n �� 2ن �� ��
�G ا4�! �Y%و_
   :ا����ل ازا�$ �Zارا�&.  IZ � �#� ر�

١ ( &A�� �5اB �� ن ����، �#� ��ا������ ��  B ∈ s�� �
$ ا!�4 ��R ز��ا ،�*�� �n����ان %s 4�Y%	& 2ن ا�& �� . �UZ ا�&  !�% �� 

� در��A &A �� ز��!G#�%� ا4 ازBازQد $

�ا !����n *�" و �� ه#��� �Y% �  .  *��& ��د" ا�&B  �/�رت �

���nا�& و ه_ �� A  ه_ �� �� ز��!G#�%� !�)�وت از��s ا�$ ���
l، .  ا�&B  !�)�وت ازAا�$ ز��!G#�%� از�! B�n��  ، وا�$ ��aAف �
� ا�&� �� �� . �� �n���! �Y% ،$ا������B ا ��*� و�
� 4�Y% ا���� �#�  Bد�?�4 از �Y% ��  A p	 �! �Y% $ر4 �� ا��I� ،&ا��n���! 

�� B&+
�   .  

$ %4�Y �� �� �'��& !���ل !� *�ددرا����ل � �4 �R $���� �� _
  .�<�ن !� ده

٢ ( &A�� �5اB  ,� *�د و	� ���ن ������ B   ��B ∉ s"�?�2 ،�*�� �n���!  Bا4 از �%�#G!ز��  A _دش ه�A �ً��%�Z �� &د  ا��A &Aدر�� ����
 �G
��، �� در ��� &��*s 4ا ��دن ��ا�
��� �Y% �
Qد ��  B &��Y% ��  B &Aدر!� ��2 و در��  B �

�� �� �G��� و ه#
$ ا!�!� �! &��*  

4 ���
�ا !���� ١ !� *��_ �� �� ;:p ا����ل   !� *�د و �� ز��!G#�%� ا4 !�)�وت از Z:� !�ا��Bدر�Y% �� ���� s' ًدا�G! �� ،�*�� �n���! 
  �.   ������ ��ارد��B ا�$ ;��A�� ،p& . رو�� ا����ل دوم ��Jار !� *�د و �� �� �'��& ادا!� !� ����

  
4 ���
�ا �Y% $��از�� �	@�! �����J� �%�#G! �� ��B  �! �n !'#� �� درا�$ ا����ل و��د دارد 2ن ا�& �� در��! ،&A�� د،  در@�ل�*


�ن ا%�Yء ! �� �� � و ز��!G#�%� ه�4 2ن را J#!A$ ا�& �زم *�د �� ��ا4 ا����ب از ���UZ !���د درا����ل اول، �#�!� ����nه�4 �

� داد �� �� %�Y از
��  A�%�#G!دو ز�� ���n��  . �<�د !�)�وت !�
��G ا%�Yء 2ن �� �ê ا4 �� `:�ت ا�& و%�م � ّ
$ !B %�#Gا�$ �� ! �� 2ن ا�& �� ! �� �� �� �n��� @��A &Qص . !� *�د%�م � ّ
$ در��

  :ازا�$ !I	l در ���P��� �� u ز�� !�Iح !� *�د
�

���n �� 2ن �R !� ��ان 5)&؟A  �#�م ا%�Yء B �� ���� ادا!� ���� ��  Bا�5 ���! �Y% 4 "د، �2?�" در��ر�
   را در��5

@ $
�R ندر�R ��Q� B از �Y% �� 
4 ���
�ا !����n *�د، ��Y% �� ���� B �� �Y% $ا� �� �G�24 ���& ��2 واز�Y% $
�R �� ف !� *�دx@  
���n ��د" ا�&، در��
�G 2ن ز��!4�Y% �� �%�#G د�?�ازAز��!G#�%� ا4 از�! A د�>� U,� �� �� �� �n�����n !� *�د �� ��!   .  

��
� در �� !�رد از �

� �Aاه�� ��د و �����ا�$، ا%�Yء �� ��
���nBه�، ه#� �2'� ���� �! �

  . ه_ ��
  

�G
�� : �%�#G! �� د�* �! �G�! �G
  !G#�%� اA 4  ،  در !�اردB�� 4ا��8ذ !��A�� � B?�ا���� !:��� �� دو ا����ل ��ق، �� ا�$ ��
�%�#G! d�� � و &+
� ����` 4 �%�#G! ،&ه� ا����!�� B ، 2وردن &������ �#� $
#Y� ء .  2ن را�Y%اB �n���� و ��+
� ��x� $
ّ �    

� ه_ د�Rر %�م � ّ
$ ا�&� �� ��.  
  ا�$ !G#�%� ا�R�5 . !� *�د 2ن �� ا%���Y !�)�وت �nه�êز ��G!&A#�%� ا4 �� ه#� %�Yه�4 ���
�ا را در��دارد، دره�!�@	� ا


+& �� G! �R#�%� ا4 اAز��!G#�%� ا4 از� $
� ا�&�ê& و ا�$ �� ! �� %�م � ّ
$ ا�&، ا!� ! � �� �� �n�����YZ و��د Bدر!�رد .  �� ، 
� �)� �#� *�د، ا!� ����n �'��� �� ا!�4 در �� �'��& !���ل !� *�د و ه#�ار" %�م � ّ
$ ��2ن @��_ ا�&� �� �� �n��  .��ارد و �


� �Aرج از د���س �Q�� 2ن �(� �� �� �� �� �n��
� %�م � ّ
$ 2ن �� �� �'��درا����x� ،�Gش و��د �Q�� �� دن 2ن و���x��� _
  .ا�&&، �/#
����ان   �/#
_ ���p( A )��x ازA %�د ا(	� ����JR ��دن��ا��A ، �� 4  ازا���و، در!G#�%� ه�4 ��!���ه� !��% �� �ا�& و ���xش ه� �

   . در�& ا�&،�� ا(� !��Bع
  

�� در����A !� *�د و �Aدش ه_  �A�� B?�ا���� ��ق، !G#�%� درا����ل: ��١ددا*& � �! &��* &A�� $ا� .B  ا4 از �%�#G!ز��A  &ا� 

$ ��A& 2ن از رو4 ه#� ز��!G#�%� ه�4@ �� A ،  از �J� �� ا�$ و��د و �+�و4 2ن $
�Aدش ه_ درا�$ ز��!G#�%� ه� و��د دارد، ا!� � ّ

�� p	 �! 4ه� �%�#G!ز��  p( A )د�* �! UZ��� �� �G�! .  

�G ا�� $

$ !Gا�& و %4�Y ه_ �� ��  �B$ ا!�، %�م � ّ�R د، از�* �! �n���! ��
 !�� 4 �%�#��
 ! &
)�A ا ( �'& دارا ��دن�

�ا �� ����

+&��Y% �� ��B& در) ��دن� $

$ !G#�%� ا4 ! �R ء�Y%ا�&، ز��ا ا $
   .  �+�?� دارد، د�Rر%�م � ّ

  
�� و � :�رت د�?�، ز��!G#�%� ه��� از Aان ز��!G#�%� ا4 از، �� %�� Bا�5��ض *�د �� !G#�%� : ��٢ددا*&J� &��* د�A &Aدر��A 

 &Aدر�� ��B �� ام�� m
��، ه�� �! &��*  B ���� ن�
��ن ��ض !� *�د �� در !R ا�
  !+�و4 �:�*��، G! "�?�2#�%� ه#� %�Yه�4 ���

+&Aز��!G#�%� ه�4 � d�� � ���Z  . _2ن ه �� �n���! �Y% ،و��
�ا�� 2ن ازا���� ��
�ا��، �Aرج از !�ل !���;� �Zار!� 5
�د، � ��� �eاز�


+&،در دا�A !�ل� ��x� d�� � .  



 ٣C

 d�� � فaA�� �� ح !� *�د�I! �J>! $ا� ،�G�   *��& دار��، �Aدش در��A &��* &A  �� در��A& 2ن ه#� ز��!G#�%� ه�B 4درا�
��
$ ا�&. �#� ��R �J>! $ا� u���:  

�%�#G! ،درا���اء&Q�Aا، ��ون د�
   �Aدش در���A &Aد ���& !� ��2 و �Rن ه#�  ا4 �� %��ان !G#�%� در��دار��" ه#� ا%�Yء ���
��، !G#�%� ���& 2!�" ه_ در@�ز" ز��!G#�%� ه��Z d�� � ���Z 4ار!� 5
�د و از@�ز"  Aز��!G#�%� ه�4 ����� در��A& 2ن *��& �

 �%�#G! ًدا�G! رج !� *�د و�A d�� � ���Z�
z ���Z�
z "د 2ن در@�ز�A �!د، ا�* �! ��A�� d�� � ���Z "ا از رو4 @�ز�
ه#� ا%�Yء ���

� !�اوم در. � ��d وا3Z !� *�د و ا�$ ��ا�5د ��Iر �� �'��& ادا!� !� ����
�� ��  .  ا�&Bا!� ا�$ �� ! 


$ دارد و %�د ا(	� ّ � �� �� ���n��� ،4�
: � $
�RدرA و p( A )ه�4   ��ا����، ا!� از �%�#G!ه#� ز�� �%�#G! ،�?ف د��;A �� �    
p( A )د�* �! $J#! 2ن &A�� �� ل *�" ا�& و و��د 2ن�� ���A�� 4�!ا ��  .  

    ��ا��س �� ا(� !��Bع ���� ���x��� !� *�د، p( A )، و��د Axiomatic  set  theory در����e ا(� !�G! �%�B#�%� ه�
  .� �#� *�دازا(� !��Bع �/��~ ��
p( A )  Gز��ا 


$ !G#�%� اaxiom  of   power  sets �� 4ا�$ ا(�، ا(� !��Bع !G#�%� ه�4 ��ا�� �R ا��، و��د�?�A�� د، ا!� در�* �! "�
!��  
  . ا���ا �� ���$ درد���س �
+&،����A *�ن 2ن �� �� %�(� !� �'� و و��د 2ن

$ ا�&�R ه�4 ��ا�� �%�#G! ع�B�! �)ا :! ،�%�#G!ه� �� �n��  G#�%� ا4 از!G#�%� ه� و��د دارد �� %�/�ه��P از �#�م !�


� ����� ا�&J>� ،"�* "4 داد �%�#G! 4ه� �%�#G!ز��.  
  

  �)� ��ض �
����ر
  

dQا (�%�#G!�5ا  R �!�* v,� را �	)�2?�" %�د ا ،_
��� ا%�اد 4�IZ را رد ���! ���A�� و ا%�اد _��
?� $
 ! �,
  .!� *�د ◦R   ،ℵ ا%�اد @,

��_ و ����A *�ن ا%�اد 4�IZ را ! �دل ��  G R#�%� ا�5!) ب?� 4�IZ و ا%�اد $
 ! �,

$« را *�!� ا%�اد @,>
 ��ا�
_، R �2'� در » و��د �

��ه� ��ا4 *#�رش ◦ℵ را �Wر��5 از R  %�د ا(	�» !� ��ان« �2?�"�!�� ���2�� �
�ن R  در��5�e�&؛ ز��ا در�! �� �� �� �n��� ، N و  R   
   !� �5دد، W�   Nر��5 از %�د ا(	� !�Z��R �%�#Gار !� *�د، �� ا�5ا�$ !��Bع ���x��� �<�د، �2?�" %�د ا(	� !G#�%� » ��&در�� �'« 

�� �  ℵ◦ с  > .                
ز رو4 ا�$   �� اTو %�د R « ( 4�IZ ��ه�ن �����ر ��ا4 ��*#�را��« ر��ع �� �P8( ١د @,
,� در �'��& ا%�ا  را �� *�!�G! D#�%� ) ج

_��
5 �! �eد، در��* �! ��A�� &��'�:  
                                                                            } T  ,… , ٣x  , ٢x  , ١x  { =D  

  
T&+
� $

p 2ن ! Zا ه#�ار" !,�ار دxQ ،��2 �! &��� &��'� ا�& و در�� ���A��  .  

 �%�#G! �	)د ا�%D  ، ℵ◦ ≠ ١ + ℵ◦ ر��5ازW� �� &ا�  ℵ◦ از ��JR�� و с &ا� : �%�#G! �	)د ا�%Dرا �#� ��ان   ℵ◦   دا�+& و  
 �%�#G! 2ن و $
� �� �� �� �n��  درد�& �
+& و در�� �'��& ���& !� ��2 و » ��Iر ��!� « �Z��  Tار ��د؛ ز��ا �N#� ��ان �

���n ��د�� ��Iر ��!� درد�& �:�*�، �#� ��ان 2ن را �� �� %�د ;�! � 
:.  
 &��'� �,

�، %�د ا(	� 2ن �Wر��5 �I�١ر �	�، ا�Wودن � �اد !���ه� ازا%�اد 4�IZ �� ا%�اد @,Qد $
، !G#�%� ا4 را ���� !� 2ورد �� �� ه#

  .ا�& с و ����JR از ◦ℵاز 
 �%�#G! �	)د ا�% ،l

����ر ) �� 5#�ن(  ، ��ض��D ا�$ ����continuum  hypothesis )  دومر��ع �/� �!�,! �� �
�� (��  .را �)� !� �

  
  %�د ا(	� و !G#�%� !��3:  �/� ��م 

  
_
  @��) ���، اراG! �c#�%� ه��� ��!� �رف و ;�ح !('�م . درا�$ �/�، را��I %�د ا(	� و !G#�%� !��3 را !�رد ��� �Zار!� ده

  .%�د ا(	� ��ا4 �2'��&
  


�Cardinal  number%�د ا(	� Qم او�'(! �
_  را ��5
��_ و �Zا%� ز�� را در!�رد 2ن �
�ن !� � �! �eدر�  :  
dQا ( �%�#G! ه�A �� �� &ط ا����! �	)د ا�% �� ��  card A4<�ن داد" !� *�د و ��ا�   �	ه� %�د ا( a  �%�#G! �� ،A،و��د دارد    

   .�I�a =  card Aر4 ��  
   .∅ = A  ا�5 و �,v اcard A �5 = 0 )  ب
� !A#Gا�5 ) ج�   �
��'� ��*� و ��ا4 �z ه����! �%�N  k ∈ ،A �%�#G! ��   }k ,  ... ,١ , ٢ , ٣{ ،�*�� �� �� �� �n��    در �

 "�?�2k  = card A.   
� دا*�� ��*��) د� �� �� �n��  .دو !G#�%� %�د ا(	� �J+�ن دار��، ا�5 و �,v ا�5 �� ه_ �
  

��م ا(� !��Bع ا%�اد ا(	� در ����e ا(� !�G! �%�B#�%� ه�، اdQ و د  را �� ا(�� ���
   .�B�! axiom  of  Cardinalityع !� 5
4 !���ه�، � �اد %�Yه�4 2ن !G#�%� ا�& �%�#G! �  .از �Zا%� ب و ج  ا�$ � ��d ���& !� ��2 �� %�د ا(	� �

  . ه#��ان 2ن�� ا�$ *�ح !� ��ان 5)& �� %�د ا(	� �� !G#�%�، و��5o !<���� ا�& �
$ !G#�%� و �#�م !G#�%� ه�4
   

�!�,!  
  



 ٣E

_
���'� ا�& �� ا�$ !lQ�I . ��اlQ�I! ~��>� 4 ا�$ �/�، !G#�%� ه�4�Y% �� 4 را �� ��د" ���$ @�J#! &Q$ ا�&، !���Z �eار!� ده

$ در!�رد ����!G#�%� ه�4 !���ه� �  .  %4�Y (�دق ا�&nه7#

 �%�#G! }a , b , c {_��
5 �! �eه#�ن. را در� �%�#G! $ا� �	د ا(�% ��%�د ا(	� ا�$ !G#�%� ، و��5o .  !� ��*�٣ � �اد %�Yه�4 2ن � 
4�Y% �� 4ه� �%�#G! م�#� ��  . !<���� ا�& �
$ 2ن و �#�م !G#�%� ه�4 ه#��ان 2ن � 

 3��! �%�#G! �� �)�@ �%�#G! ،���
  ا�& �� ه� Universal  set) �'���(ا�5 �#�م !G#�%� ه�4�Y% �� 4 در �� !�Z �%�#Gار 5
�#G!دارد p	 � 4 �� 2ن�Y% �� �% ._
  .ا���ن ا�$ !G#�%� !��3 را !�رد ��ر�� �Zار !� ده

� %�Y از2ن !G#�%� ا4 ا�& �� ه#� %�Yه�4 اول ا�����8 ازا%�Yء� �� _��
5 �! �eا4 را در� �%�#G! ،3��! �%�#G! $درا� �%�#G! 
 ،ا�����8 از ا%�Yء !G#�%� !��3 را در��دارد و %G!4� � �Y#�%� ا4 ا�& �� ه#� %�Yه�4 دوم ، !��3 را در��دارد و %�Y د�?�


$ !G#�%� ا4 را . !G#�%� ا4 ا�& �� ه#� %�Yه�4 ��م ا�����8 ازا%�Yء !G#�%� !��3 را *�!� !� *�د�RE_
!�� �!  .  
 �%�#G!ا4 !^�ل، در�� }a , b , c { �53، ا��! �%�#G!ازb  4 از�Y%م ا���8ب *�د، در�� �Y% ان��% �� E  �� د�
   �Zار!� 5

  .!G#�%� ا4 ا�& �� ه#� %�Yه�4 ��م ا�����8 را در��دارد
 �%�#G!E&ا(� ا���8ب .   �� ���� ا(� ا���8ب ا�axiom  of  choice_
�
�ن !� �� $
�R را  :  

 �'��
z 4 �%�#G! ا4 ه���A 4اWG! �'��
z 4ه� �%�#G! ء 2ن�Y%ا �� Aa�Y%ا4 و��د دارد �� ا �%�#G! ،��
� *�"   ه+�J>� ء 2ن
 ��� از �*��xa ازه�  Aa.   

  
 �� ���G�2ن ���� ���� دا*& �� از��� !4�Y% �� �%�#G ا�&، در!�رد 2ن د�Rر!<E_��* �! �Jا��  :  

  .  %4�Y از!G#�%� !��3 ا�&E  ا�&، ز��ا E ا�����8 (�رت �?
�د، ا�$ ا!� ��aAف � ��E d  ا���8ب (�رت !� 5
�د؟ ا�5 از��2E از 
  !� *�د �� E (�رت 5
�د، �2?�" ه�%�Y 2ن ��@+l ا���8ب !���;�، *�!� �Aد �� *�!� %�Y د�?�4 از   ا���8بEف د�?�، ا�5ازاز;�

 d�� � �� ���� �� �!ا�$ اE �G
  .   ���Z و��د `���� !� *�دE  �� �� �'��& ادا!� !� ���� و در��
�� را" @� ر��Eا4 از!
�ن ��دا*�$ ���UZ !���د در R ، &��5 P
  :ا !� ��ان در�

�� و��د !G#�%� !��3 را �)� ��د و اn'�ر دا*& �� !G#�%� ه#� !G#�%� ه�4�Y% �� 4 و��د ��اردE��ض ���� ا4 و��د ) ١ �  .  
٢ ( �%�#G! و _��
?� �eدر� ،&+
�� ��ا�
_ �� G!E#�%� !��3 را �� %��ان !G#�%� ا4 �� ه#� ا%�Yء 2ن درد���س ��A�� 4�!را ا    
  .  در �� �'��& ا�& �� �� �� �'��& !���ل !� *�دp��; E �	+	� !�ا�:� ����A !� *�د، �� در��
�G @/�ل ��

  .درا�$ @�Q& دروا��A�� 3��! �%�#G! 3Z !� *�د
٣ ( 4�Y% �� 4ه� �%�#G! �#ه �%�#G!و در%�ض �� ��4 2ن، ;:,�ت ��ا���5 ا4 از _
�را » ه_ ;:,�« و��د !G#�%� !��3 را �)� �

��_د?� �eا4 . ر��� ،&Q���� %�د ا(	� ;:,� ا�c�Z 4 !� *��_ و �� %4�Y ��دن Eدرا��  E_
�� �! d�� � �?را در;:,� ا4 د�  .  
C (ا���8ب ازEد�A ء 2ن�Y%ا4 ��!� �رف ���& !� ��2 �� ا �%�#G! l
 )داد و ���(  `���� ��ار�� و در � �;�ê را در�Aد �|���x_ و �� ا�$ ���

  . ��A � /�����?��Jد و�� �'��& �

_ا��Q�@ �G& دوم را رو*���در. !� ده
_ در دو �P8 � �4 !�رد ��ر�� �Zار!�ارد ��م و R'�رم را�� �!.  

  
 �%�#G! "�?�2 ،���+
   ،  ;� �� �'��& !�@	�Eا�5 �� �� د���A�� "�5?�ا���� �|���x_ �� ه#� ا%�Yء !G#�%� !��3 در د���س �

  .�� 2ن در �� �'��& ا�&����A !� *�د و @/�ل �'�
 &Q�@ $درا�E �%�#G! ،3Zود" !� *��� و درواW�3 ا��! �%�#G! �� 4���� 4ه� �%�#G! l
  ��Iر �	+	� !�ا�:� ����A !� *�د و �� ا�$ ���

�� ��ل !� *�د�A�� 4�!3 �� ا��!.  
  

   ه�، *�!� ه#� %�Yه�4 اول x �� در 2ن !G#�%�   @�(� !� *�دU  از رو4 ا%�Yء درد���س !E 0 3��! �%�#G، ��١ا4 !^�ل، در ���	�4 
 �%�#G! ا�����8 ا�& وy ه� و z&ه�4 دوم و ��م ا�����8 ا��Y% �#ه �!�* l
  . ه� �� ���

 ١E 4از رو  E 0 �� �A2 �Q��2 و ا �! &���  E��2 �! &��� &��'� �� درا�$ !^�ل، .  �'��� درE 0 ، ١E ، ٢E ،   ... &��Y% ��U ��  در!� �2
  .، ����A !� *�د E در ;� !�ا@� @/�ل U  در��
�G و

                           
                                          X 0 , Y0 , Z 0 }  {  = }} ...,٣z , ٢z , ١z} , {   ... ,٣y , ٢y ,  ١y } , {   ... ,٣x  , ٢x  , ١x { {  =E 0    

                      
                 } ١Z  ,١ Y , ١X  {  = }}Z 0 ,  ...,٣z , ٢z , ١z } , {  Y0 ,  ... ,٣y , ٢y ,  ١y} , {   X 0  ,  ... ,٣x  , ٢x  , ١x { {  =١E    

  
 }     ٢Z, ٢Y, ٢X  { = }}١Z , Z 0 ,  ...,٣z , ٢z , ١z{ , }١Y , Y0 ,  ... ,٣y , ٢y ,  ١y{ ,} ١X  X 0 , ,  ... ,٣x  , ٢x  , ١x { { = ٢E  

                                                                                                                                                                                    .  
                                                                                                                                                                                    .  

                                                                       )                    4�	���١(                                                                             .  
  

  �%�د ا(	� ;:,��
  

 �%�#G! �� v:��! UZ���E_
�
P !� ��2 �� ��ا4 !^�ل !G#�%� ه#� %�Yه�4 اول �� %4�Y از .  را !�Gداً !�ور !� �� ��Zو UZ���E &ا� 

�اول ازz�Y% �� اول �Y% ان��% ��Eازا�$  ا���8ب *�د، �� ��ا�$ ا��س �  : دو@�Q& د�Rر ���UZ !� *��_ دره� �

dQه�4 اول از) ا�Y% �#ه �%�#G!E  ،اول ا���8ب *�د �Y% ان��% �� &Q�@ $درا�:   
١ ( �� p	 �! 4ه� �%�#G!ه�4 اول از�Y% �#دش را �� ��ا��س *#�ل ه�A d�� � ،�*�:� دش�A �!�* �%�#G! $ا�5ا�U ،&ا�   



 ٣L

��� �! U,� .&دش ا��A �!�* 
�.  
��ان %�Y اول ازا�A �!�* �5دش) ٢% �� �	)�@ �%�#G! ًدا�G! ،�*�� E د در!� ��2، �� ا�$ ا!� �� �� �'��& رخ !� ده� و�A &��Y% �� 


$ !� *�د�Y%E اول از !��   .&+

 *�!� �Aدش ��.  

�اول  G!E#�%� ه#� %�Yه�4 اول از) بz�Y% ان��  :ا���8ب *�د، درا�$ @�Q&) ��ا4 !^�ل %�Y دوم( �� %
  !4�Y% �%�#G از!G#�%� ه#� %�Yه�4 دوم �:�*�، ��aAف � ��G! d#�%� ه#� %�Yه�4 دوم ا�&، �
 �� %��Y& 2ن ا�5ا�$ ) ١

  .در!� ��2
    !�رد ا���8ب واE 3Zا�5ا�$ !4�Y% �%�#G از!G#�%� ه#� %�Yه�4 دوم ��*�، !G#�%� در��دار��" 2ن ه_ �� %��ان �� %�Y از) ٢


�ن ا%�Yء �Y% �� E د�?�4 از!� *�د و ��ا�$ ا��س �� %�A &��Yد! &��'� �� �;� � �    E  در!� ��2 و �� ادا!� ا�$ رو��، �

�ن ا%�Yء ! W��#� ،l

 ا�$ !4�Y% �%�#G از!G#�%� ه#� %�Yه�4 دوم �
+&.   از�
$ !� رودEرو4 !� ده� �� �� ا�$ ����.  

  

��� 2ن ا�& �� !
�ن � P
� �YZ��� $
�R �� را" @� ��ا4 2ن ��Eه��� �� در@/�ل   و �%�#G! E،ا�� �
Aد  �* �c�Z 4وت ;:,� ا�(� .  


� از،  Eدر ��
�G، ا���8ب �� %�Y ازz 4ا �%�#G!از �Y% �  .   ا�&E!�)�وت از ا���8ب �
�&  ا���8ب *�د، ا�$ %�Y دوم �#� ��ا�� �� %E�Y  �� ه#� %�Yه�4 اول را در��دارد، �� %��ان %�Y دوم از��Eا4 !^�ل، ا4�Y%�5 از


� از.   درG!E��2#�%� ه#� %�Yه�4 دوم ازz 4ه� �%�#G!ه�4 دوم از�Y% ،ه�4 دوم�Y% �#ه �%�#G!ز��ا درE از �
z 4ا �,:; �� ��  
 �%�#G! 4 �,:;Eدار��، ا���8ب *�" ا�� p	 �  .  

 �%�#G!E�* �! دوم ا���8ب �Y% ان��د، �#� ��ا�� در!G#�%� ا4 ��   �� !4�Y% �� �%�#G از ;:,� �����ا�& و %4�Y از2ن �� �� %
  .ه#� %�Yه�4 دوم از!G#�%� ه�4�Y% �� 4 از ;:,� ا4 ���
$ �� را در��دارد، �Zار 5
�د

 �
� .   �� ه#� %�Yه�4 دوم را در��دارد، �� ! �� ا�&E  در%4�Y از8�E$ 5)�$ از%�Y% &��Y دوم ا�����8 ازا(�ًAء ا�Y%ز��ا ا
�,:; �� p	 �! 4ه� �%�#G!ا4 !�)�وت از ;:,� ه#?� از Eا���8ب *�" ا��  .  

  .  �#� ��ا��� �� %�A �� �?��J� &��Yد*�ن در�2��Eا%�Yء .   د��Q�A ��ار�� و �#� ��ا��� دا*�� ��*��E  در����E &A ا�$ ���
l، ا%�Yء 
� !4�Y% �� �%�#G !	��ظ ��د ه#���Iر �� !�e@a !� *�د، ���� �)�وت در;:,�ت را در� ���Y% d اول  و %�Y دوم  و %�Y ��م از �

 $
  .  !��:v ه+���، در��5 �e�E& و !G#�%� ه�4�Y% �� 4 را �� �� ا%�Yء  Eو �)�وت ه�4 ;:,��� �
 3��! �%�#G! ،l
  �� *�!� ه#� !G#�%� ه�4�Y% �� 4 ا�&، �)� !� *�د و �� ��4 2ن ;:,��� ��ا���5 از!G#�%� ه#� ��U ا�$ ���

 4�Y% �� 4ه� �%�#G! » _دا*&» ;:,�ه _
  .�Aاه
5
�د �� و3B ;:,� ا4 *�ن êه#���Iر �� �
<�� در ��� از �>�ر4 ;:,�ت 5)�
_، ����ا�� را�� �)�وت را در ;:,�ت �! �eده� در��#� d	�8!   

���� �! $
  .را �Zا%� ����2 �� _��@ 4'� ! 
 از �#�ده�G! �� v:��! 4#�%� ه�4 ! 
$ ا�& �� �Zا%� �
��?� دو ;:,� !�)�وت �Aاه
_ دا*& �� ٣ دو � ��d !�)�وت از%�د درا��/�رت،


_، ��:v �� 2ن و � "�%�Z��G! 4 �,:;2�� _��@ 4#�%� !،  » ٣« در%#�، ه�?�م ��ر��د . ���4 !�)�و�� ���2'� @��_ ا�&�ن را !<�8 �#� �
 �%�#G! �!اE ا�$ �)�وت ،UZ��  . !+�����٣ %�د ه�4ه�4 ;:,� ا4 در ��ر��د  �<�ن !� ده� �� �� Z:�ل �>�ر4 ;:,�ت ��ا4 ا����ب از �

  . و ه�%�د ;:
 � د�?� !� ��ان در��e �5�&��٣ا�$ ا��س، ;:,�ت ��!��ود4 از �#�ده� را ��ا4 
  

  %�د ا(	� !� �;�
  .!<#�ل � ��d ا%�Yء �Aد !� *�د �� %��ان %4�Y از!E ،3��! �%�#Gدرا����Q�@ ،�G را !�رد ��� �Zار!� ده
_ �� در2ن 

aً:Z_ا*�� ��د�x5 ر��
� ا!�Jن ��Jار �� �'��& 2ن �Q�� را ��Q�@ $
�R .  
_
�
�از U��ض ��ا�$ ا�& �� ه#� ا%�Yء . ��ا4 رو*$ ���A$ ا�$ @�Q& از !^��Q ا��)�د" !� �z ��E درد���س ا��.  

  ا���8ب (�رت 5
�د، �YE "�?�2ء   �� ���
l *�!� ه#� %�Yه�4 اول و دوم و ��م ا�����8 ��*�� وازا%Eاز Cو  B و AاG!�5#�%� ه�4 

$ �Aاه
_ دا*&��Iر�R ل�^!:  

Cاول ا�����8 از �Y% ان��% �� E �%�#G!4 از�Y% ، A د و�* �! Bدوم ا�����8 از �Y% ان��% ��  E دش در!� ��2 و�A &��Y% ��  A 
��ان %�Y ��م ا�����8 از% ��E &��Y% ��  C��2 �!در .  

5
�د، ��ا4 !^�ل، اG!�5#�%�  ا�����8 �� (�رت !� !�Gداً ��A �� C �%�#G! &��Y% �� ،�*�� ���8اول ا�� �Y% ان�� A را در��دارد �� %
 را در��دارد �� %��ان %�Y دوم ا��C �� A &��Y% �� ،�*�� ���8 اG!�5#�%� .در!� ��2 �� ه#� ا%�Yء اول ا�����8 را *�!� !� *�د

 �%�#G!B �#ء   در!� ��2 �� ه�Y%را *�!� !� *�دا����8دوم ا �. �%�#G!�5ا B ��  B ،�*�� ���8م ا���� �Y% ان��  را در��دارد �� %
 �%�#G! &��Y% ��C �#ء   در!� ��2 �� ه�Y%ا�����8 را *�!� !� *�د��م ا�A2 �Qو ا  .��  .ا�$ ا���I� �'��8ر �� �'��& ادا!� !� ���

����ا�$، �Eارد�� ��
  .�� ����ن ا�&) داد و ���( � �;�  د�Rر ��ّ
� وَ �Y%Eء ا.  !G#�%� ا4 !� �رف �
+& و (�رت ! 
 �%�#G! ،&Q�@ $درا�E!ُ �%�#G! �
_ را �!�� �! �;� �.  

 *�!� ه#� %�Yه�4 ��م ا����C ���8ا4 !^�ل، ا�5. �� @��A &Qص از!G#�%� !� �;� 2ن ا�& �� ه�%�I� �Yر�� �'��& �Aد را در��5
�د
�*�� Y% ان����Iر �� �'��& �Aد را *�!� !� *�د و ا�$ ا!� !� ��ا�� ��اC ���� 4   ا���8ب *�د، �E  "�?�2 ��م ازو ��Iر �� �'��& �� %

  .   ه_ رخ ده�Eا%�Yء 
 �� A  از!^�ل ��ق، اE �%�#G!�5در!G#�%� :  ���� ���� دا*& �� � �;� ا%�Yء �/�رت !�@	� ا4 ا�&Eدر!�رد !G#�%� ه�4 !� �;� !��

��ان Bو % �� l
    �� *�!� ه#� %�Yه�4 دوم ا�����8 ا�&، A &��Y% �� B ا���8ب *�د، �Y%E �%�#G! "�?�2 دوم و اول از �� ���
  . �� *�!� ه#� %�Yه�4 اول ا�����8 ا�&، در!� B &��Y% �� A��2 و !G#�%� در!� ��2

 در!� ��2 و A را در��دا*�� ��*�، �� %A &��Yا���اء ��ون B �J�2  در!� ��2 وB را در��دا*�� ��*�، �� %B &��Y ا���اء ��ون A �J�2ا!� 

 از2ن !�Gداً �� ا����8'�4 � �4، � �;� ادا!� !� ����� .  

 �� &+
� $
�R ،�?رت د��: �A∈B و  B∈A   ��� B و �I�Aر ه#W!�ن رو4 ده�، � � �� ،��  در %
$ @�ل ه_ *�!� و ه_ !<#�ل ��*
��UZ ا�&�.  



 ٣٧

  

$ و در� �;� �� �'��& �� ����ا%�Yء ا�& و در��
�G ه�%2�Yن !G#�%� ا4 5+��ش �����" ا�& !G#�%� ا�I�E!�� 4ر�	�، ه�%�Yاز  .  

 �%�#G!E&ا� �)�A �5oدارا4 و�  : l��! &��'� �� �;� � �8 و>! ،W��#�! ر�I� ء 2ن را�Y%ء !� *�د و �#� ��ان ا�Y%ا W��#� م�%
  .!WGا ��د

! ��2 �� ��  � ��ان �� %�د ا(	� ��ا4 2ن در��e �5�&؟ ا�$ و��5o ا�$ !+>	� را !�Iح !� �

$ !G#�%� ا4، ��!� �رف ا�& ز��ا �� %	& %�م �#��W ا%�Yء ازه_، �R در!�رد �	ح ��دن !)'�م %�د ا(�I! �� &رو*$ ا�  

 $
� �� �� �� �n���E�?4 د��Y% �� �%�#G!و ه� ،&+
� ��x� ن�J!ا .  
��a د4 و ا���'* �,��; �� �'� ا�& و از���G�2 �� !)'�م %�د ا(	� ٣ ، E  !� ��ان ���x�& �� %�د ا)	�  x5�� (transcendentalر��"( �


$ !G#�%� ا4 !�)�وت از!)'�م !� �رف و�R رادر!�رد �	2ن ا�&، ا�$ %�د ا( �
�a�  »�;� �! �	)د ا�%«_
!�� �! .  
�� %�د ا(	� ;:,���، �� �Zا%� ���4 @��_ �� ا%�Yء �Rازا�$ د���_ �� ه� P
� 2ن�
�a� دارد، ا!� !)'�م ���
� �%�#G! � د�& ��8رد" ،

  .���Z !���" ا�&
 �;� �! �%�#G! د�?� در!�رد _'! ��J�E4 از�Y% 2ن ا�& �� ��2 ا���8ب EY% �� و��د 2ن �� ��x� ن�J!ا�� و��د ��ارد، اWG! ا�&؟�  


_» %�Y ا�� ��a« @�(� ا�$ ا���8ب ا�� ��a را. ا�� ��a ا���8ب ��د'�د4 !� ��ان %4�Y از 2ن را ��Iر��زه_ �� ;��,� *!�� �!.  
 �G

$ !G#�%� ا ،4�4�Y ����4 5<�د" !� *�د و در���Rن ا���8ب از�J!ل ا�:Z ��Ed�� � �� ���'� 4 �%�#G! ه#�ن ��xQق ا��  ê 2ن را 

�! ���A�� 4�!ا ���'� �%�#G! داً @/�ل�G! ل !� �5دد *�د و �� ����2ورد" !� ��زد، ��8اه� ��د و���! &��'� .  
��ان %�Y اول ا� ��Eا4 !^�ل، ا4�Y%�5 از% �� ��xQق ا��ر�I� �� �Qاو �Y% $
�R ،ا4 �� ��8ب *�د �%�#G!ا���8ب *�"، در ��a ا��  

7
�" 4 � ا�����8 ا�� ��a را در���5����Y%ه�4 اول ا�����8 !� �رف و
� %�Z ، 4�Yار !� 5
�د و ا�$ !G#�%� در��G! $�A#�%� ه�4 �
  .��Jر��د�� ا�&

4 �
�I�7ر �	��Y% �� 4ه� �%�#G! ، !� ��ان ��ه�4 ��!� �ر�Y% ،ا�� �%�#G! �
�" ا4 را در��e �5�& �� درا%�Yء �2'�، �� ه� ��ام �
�� ا%�Yء ��!E_ه   - �� p	 �! ه�4 !� �رف �%�#G! ء�Y%ازا �
z U  - دار�� &��Y%.  


�ت ��ر�� �<�"  و ��Jر �;�، �����ا�$ ���5 از!G#�%� ه� �� ا%�اد ا(	� !�Bد" �<�" ا��ن در ر����.  
                                                                              ****         

 axiom  of  choiceا(� ا���8ب : ��ددا*&

��'�(در �� !��ز" !
�" ��و*� �� � �اد4 �:�z (�
�" دارد، ا�5از*#� ��8اه!"�
! �
�، ��ر ��د" ا4 ) و �,�J� v( � �� ازه��:� ��ا���8ب �

7
�" ا�&. ا�&
� 3Zر��، دروا �! �e�  :ا!� ��ال ز�� �� ���'� �
 �'��
z �%�#G! ��Z 4اWG! �'��
z 4ه� �%�#G! ش�)��% ��  z a ��  و��د دارد �� R ه+���، داد" *�" ا�&؛ G! ��2#�%� ا4 !��

��*�� "�* �
J>� Pه���/�% �  ؟ z a  از ه� x a از �
 �� ��2 �! P
� ��Zو �	ا( �J>!Z�*�� ه���و د�?�ان در اوا�� ) ١٨٧١ -١٩E٣ ( P*��Ernest  Zermelo ه�4 ار�+& �+�!	� .   ��!�

�
��� �G
  .�Zن �
+�_ ��اu��� 4 �� ا�$ ��ال �� ��

+& و ��'� را" ره���� ���* �@ �   از!<�J، !+	_ دا�+�$ ا(� !��B%� ا�& �� از2ن ز!�ن �� �+�!	� ا@+�س ��د �� ا�$ ��ال ا@�#�ً

  .ا(� ا���8ب ! �وف *�" ا�&

��'�  ��ا4 ه�: ا(� ا���8بz �%�#G!Z �'��
z 4ه� �%�#G! Pه���)��% ��  z a ش�Y%ا4 و��د دارد �� ه� �%�#G! ،��   ه+�

� %�Y ازه� �  z a�*��.    

$ !< ��aJ�v, دو را" و��R ع، در!�رد�#G!د دارددر�:  

dQ�2?�" رو*'� و%�(� ه�4 ) ا ،_���x|� را U�! 4ه�4 و��د �G

�G ه���A�� 4 *��� را �|���x_ و ���� �'�ا(� را ��ا�$ �?xار�_ �� �
�� ه�4 �+
�ر���JR را !� ��ان ��ر�� ��د

�ت �2,�ر !��ود !� *��� ��، �Aرج از@+�ب، ��'� ز!Bر��.  


�ت و و��د4 ��
�G ه���A�� 4 *���  )بBو ��� � دادن ر�� ��>
� �c�+! �@ �� ،�G
!�U، از�#	� ا(� !��Bع ا���8ب، را �|���x_ و در��
  .�|�داز�_

   
���YZ   �� ا`:�ت ا���J ا�Wودن ا(� Kurt  Gödel، ��رت �5دل ١٩٣٨در � m
!��Bع ا���8ب �� د�?� ا(�ل !��Bع !���د ر���B ه

� ر���B ��ز�5ر ا�&ا��Gد �#� ���، �<�ن داد �� ا(� ا���8ب ��
�a� د�?� ا(�ل .  
�� %:�رت .  !+�,� ا�&،  `��& ��د �� ا(� !��Bع ا���8ب در@,
,& از د�?�ا(�ل !��Bع !���دPaul  J. Cohen، �� ��ه$ ١٩L٣در 

� ر���B `��& ��د د�?�،
�a� ع�B�! ا��)�د" از ا(�ل �� �
YZ �  .ا(� !��Bع ا���8ب را �#� ��ان �� %��ان �

�ت �ا4 ا`:�ت �+
�ر4 از����� !'_ در ا(� ا���8ب را �� %��ان �� ا(� ���� ���x��� ا�� و ا��)�د" از2ن �ا���نBه�4 �5���5ن ر�� �A�*

  . �Bور4 ا�&
  

  �+��ر4 در!G#�%� ه�: �/� R'�رم
  

در�P8 دوم، �� !^���J� �� �Q ا4 . !� ��داز�_ - �� ��ر��ده�4 ��اوا�� دارد- �� ��ر�� ا�'�م !���د در �� �+�و4 درا�$ �/�، ا���اء
�� در2ن �')�� ا�&، ا!� �/�رت ا(� !��Bع در�
�!�" �� �#�دx5ار4 ��ا���5 ا4 �
���� ا�&Rه� �� &Aدا�� _
  . در�G! ���e#�%� ه� �Aاه

� ازه�%�د @,
,� وا3Z ا��R�� &��'� �� �)ا��در �� _
��رم، �� ��ر�� در�R P8'. در�P8 ��م، ��Iر����" ا%�اد4 را ! ��� !� �
&Aدا�� _
  .���<� �� �Zر4 !���UZ ا�&، �Aاه

                                                                             ****          
  ��^� در��ر" ا*��ا[ �� رد" �'�

  



 ٣٨

�Q���� ه� و �%�#G! ���e� ه� در �%�#G!ر�5 ازW� 4���2!�#ژ4 %���& 2وردن ا*��ا[ و ا��#�ع رد" ه� �! P
  . در !�ارد �+
�ر4 �
   از!G#�%� ه� ��*� �� �� !G#�%� ا���
 x5ار )���A ��familyاد" اclass )  4 رد" اA { = }Ai { 4 ١ , ٢A , ٣A, ...  , An{ ا�5
 }n ,  ... ,١, ٢ , ٣ { =Iار4 *�" ��*�، �2?�" ا��#�ع و ا*��ا[ �2'� %:�ر�+& ازx5 
    :  ا���
  
  

                                              
                                                                                                                                            n 

                                                                  } ���� ازا4 � �Zا  ∈ I i ,  Ai ∈ x :   x {  =Ai  i∈I U = An U ... U ٢A U ١ A  
   

                                                                                                                                           n 
  A ١ ∩ ٢A ∩ ... ∩ I i ,  Ai ∈ x :   x {  =Ai  i∈I ∩  = An ∋ ه� �� ازا4     {                                                                      

  
�
��� ،�G��� ( @�ل ا�5ا�$ رد" �'�. !� ��*��) !U ) 3��! �%�#G !� *�د �� �#�م !G#�%� ه�4 ا�$ رد" ، ز��!G#�%� ه�4 درا� �I = ∅ ( 

  .  از�����G ه+��� �� ��ر��ده�4 ��اوان دار��∩ Ai = U  i و  ∅ = ��Ui Ai*�، ه� دو �+�و4 
 &Q�@ �� �! �J>! ن��
$ ا�&.   �z2ز !� *�د∩ Ai = U  iا��R ،در!�رد ا�$ �+�و4 !� *�د �� �Q�  :ا���


�ن �#�م !G#�%� ه�4 �� رد"! 4�Y%�5ا4 �:�*�،ا �%�#G! "�2?�" ) و��د ��ا*�� ��*�(  !<��[ ��*� و از;�ف د�?�، درا�$ رد ،

$ %4�Y �� از 2.وا�$ ا*��ا[ را ��2ورد" ��زده�%4�Y !� ��ا�� �� %��ان ا*��ا[ �2'� در��e �5��� *�د �Rه� �� �G�U 
  � 	p دارد، �


<�اG!�5#�%� !�� � !)�وض �:�د، .   ا�&Uا*��ا[ ا�$ رد" �Q�A از!G#�%� ه� ! ��
$ ا*��ا�� �� ! �R.  
   ا�& �� ا�5ه
G! m#�%� ا4 درا�$ رد" �:�*�، R?��� !� ��ان ازا*��ا[ �2'� �8$ 5)&؟���J !:'_ درا����ل ��ق ا�$


W را در��داردR �#ه ،W
R m

$ ا!�J#! ���?R 4$ ا�&؟! � :�رت د�?�، �� ا�$ �+�و���x� �! 4_ �� ا*��ا[ ه�R  
�� @�J#! &Q$ ز�� را !)�وض ��U�5اZ 4:�ل ا�$ �+�و4، !� ���+& در��ر" Rاز �J�   از �2'�، ا�'�م !���د را �  �&، �� ���xش ه��

  :��;�ف !� ��زد
١ (&+
� ~��/� ���Z 4ا �%�#G! m

� �� ا(� !��Bع ( .ا�5در�� رد" ه
G! m#�%� ا4 �:�*�، �� @�Q& 2ن ا�& �� درا�$ رد" ه�ر��ع �

P8ر« �/��~ در������ �
YZ �� PQ�R«(� "ه�4 ا�$ رد �%�#G!4 از�Y% m

+& � :�رت د�?�، ه� ��x� $

$ وB �، رد" !��xر .  ّ�Rدر
&+
� ~��/� ���Z 4ا �%�#G! m
  . �'� ا�& و در2ن ه


$ در��e �5��� !� *��� و درا�$ @�Q& ا*��ا[ �2'� *�!� ا%�A ���Yاه� *� �� �Rن ��! 
$ ه+���، !� ��ا��� Aiا%�Yء !G#�%� ه�4  !��  
��U*�!� ه�%�Y از *�� .  

7�2��ن !G#�%� ا4 ا�& �� �#� ��ان �� رد" از ز��!G#�%� ه� را از2ن ���& داد Uدرد���5ه� ��!� �رف،   . m
  )�� ز��!G#�%� ا4( �8<�ه

� !� ده��، �8<� از  Uاز J>� رد" ا4 �'� را �� $

+& و ا*��ا[ ا�$ �P8 ه�4 ��! � $
 ا�& �� !� ��ا�� *�!� ���Z U �/��~ و � ّ

  .ه�%4�Y از2ن ��*�
 ،�)aAر�I�% �� در!�رد $
  .  (�دق ا�&U  و��د دارد �� %�م � ّ
$ در!�رد �#�م ا%�Yء �A��  U از ز��!G#�%� ه�4 - ا%�Yء-�م � ّ

٢ ( U د�A ن ا�& �� �� 5+��ش��
� %�م `:�ت 2ن- ��Iر��!� �رف 7�2Qد �� - �� �� ه#� ا%�Yء را در��!� 5
�د، ا!� ه#�ار" !G#�%� ه��� ه+�
�'� �8<� از �2'� را در��!� 5
�د �� ا*��ا[ ا�$ �P8 ه� !� ��ا�� U*�!� �#�م ا%�Yء �2'� �
+& و   U  ��ا�� !� رو�� و Uاز �  U�*��  .  


$ !G#�%� ه��� �+:& �� �R ،�� $*رو ���
� ��U �'�2 ]ا*��ا �� ��
� !� دهJ>� رد" �'� را ��� و ��+
� ~��/� ���Z  U �!ا�&، ا U    

����Z �/��~ !� *��� و ا�$ رو�� ��  �2'� را در��!� ،5+��ش �Aد ��z ه��� �+:& �� 2ن �%�#G! ز�� �Qزد و�� �! ~��/� ���Z د و�
5  

  .�� �'��& ادا!� !� ����

� I!U	���Z p ;�ح �
+& و ا�$ رد" ه� �+:� ��د" و ��ا��س 5+��ش  ، ��Iر��U ا�$ ���
l، رد" ا4 �'� از!G#�%� ه� �+:& �� 
��    

���
& � :�رت د�. !� �!�#� ،�?U ء در!�رد�Y%ض در��دا*�$ ه#� ا��و  &+
� ~��/� ���Z  U د و�* �! ���A�� 4�!ا  U �,��; �� v,�    

� !� ده�� �� ا*��ا[ �2'� J>� رد" �'� را ��� و ��+
� ~��/� ���Z ه��� �+:& �� 2ن �%�#G! �:+ر��I� �� &ا� ~��/� ���ZU&ا�  .  

U&3 ا���! �%�#G! �J�   �U+:� �� 5+��ش � رد" �'� از!G#�%� ه��& �� ��Iر و ه#� ا%�Yء را در��دارد، ا*��ا[ �  �� @J_ ا�
���� �! �

��.  

٣ (U��
��ان �#�!% ��   »Aَ�د�� "���� ز��!P8� �%�#G(  2ن �ê��x��� P8 در��e �5��� *�د �� �Aد»+ ! �� �G�  از 2ن ا�& و  ) subset درا�

�ن �Aد.رد" ا4 �'� ��ض !� *�د� ê&+
� ��x� ن�J!ا �%�#G! ���ان G! U#�%� ا4 �
+& �� از 2ن �P8 *��� ��*� و ، �Aê Uد.  �% ��  

&
	�êرد" �'� �<�ن داد" !� *�د �� �� ،"��
� �J�  . ~��/� ���Zار *���" �A 4د �+z 4ده��A 4 "ا*��ا[ ا�$ رد" �'� ه#�ن ا*��ا[ ردU  
  .  !� *�دUا�& �� ه#�ن 

 P8� 4ده��A ]ا*��ا��x���، &
!�#� 4��J� �5�* 3Zدر وا �'��  U&از.  ا� �Y%ه�U&از 2ن ا� ���*�� P8� 4ده��A ]ا*��ا  .  
C (U�*�� �%�#G! ���، !� 	G! �� p#�%� اW� 4ر��5 �� ز��!G#�%� ا4 از �
درا�$ :   �� %��ان !G#�%� !��3 در �4�Y !�رد ��� ! 

درا�$ @�U�*��   . ،&Q�/��~ �:�*� و رد" ا4 �'� !�+�ب �5دد، ا!� ا*��ا[ U ���Z  �'�2 در(�رت، �� رد" از!G#�%� ه� !#J$ ا�& 
 &
!�#�U&ا� ~��/� ���Z  .  

  
�G
  !� �رف  درواG! 3Z#�%� !��3 ه#�ار" ��Iر!	��ظ �#� �5دد و، ��ر��د �+�و��x! 4ره
m ��ام از ��ض ه�4 ��ق �� ه�?�م : ��

!�� ����:! �'�� �R�5 ،!� *�د ����5 �eرف ��ا4 در�� �Uده� ~
B�� ق را��ا�� �+�و4 �� �!  .  
 "�?7
  ر���B �� 2ن ��Iر �����ا�$، �+�و��x! 4ر �� ا���<� ا4 ��'�ن ا���ار ا�& �� از ا(�ل �G! ���e#�%� ه� ��ا�� !� رود و ه

  . ا*�ر" ا4 �#� *�د
  



 ٣٩

  
  
  
  

  
  

 �%�#G!در &
  ه�ا�'�م �	
                                                                                                                       c         b       a                                 

  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ______________ _ _                                                           :�Bع را �� !^��Q �<�ن !� ده
_ا�$ !�
A vA�� 3Z4 �,�ط وا �%�#G!  ، L ��() از  P&ا�   :A = { a , b , c , …}                                                           L  

                                                      
B ��() �� 3Zط وا�IA 4 �%�#G! ، P&ا�            :B = { L , L' , L'', …}                                      

                                                                                                                      L''    L'         L 
C ��() 4ط رو�IA �� 3Zط وا�,� �%�#G! 4 �%�#G! ، P&ا�  :          
  

        C = { { a , b , c , …},{ a' , b' , c' , …},{ a'' , b'' , c'' , …}, …}                                                                  P    
   

                                                                                                                                                                           . �e@a!A ∈ C !� *�د ��  
   

_
  :ا���ن ��Jت ز�� را !�رد ���� �Zار !� ده
  
١ ( �%�#G!A  vA &

� ده��" ��L��2 �! &���  . �%�#G!A vA 4ون ���� �� ا��" 4 �#�!J>� اءWا� �ً��)  Lد�
  .  را !)�وض !� 5

& GB vA#�%� در !) ٢!�#� ، L&وض ا��(!   .L �%�#G!4 از�Y% ان��% ��  B vA &
  .  ا�&L ، �#�د4 از �#�!


& 2ن را اQ,�ء !� ���WG!Pا *�ن ه�vA از vA د�?� �� رو4 ()�� !�#� ، .  
٣ ( �%�#G!از �Y%ه�C&ظ ا���	در2ن ! &
  . ، !G#�%� ا4 ا�& �� �#�!
C ( ظ��	د �� ا��" ه�4 !�* �! �e@a! �%�#G! درA �%�#G! و در  A �%�#G! 4 از�Y% ان��% �� C���+
�� ا�$ و��د، ا�$ دو .  �J+�ن �

  .!P��#� ���+J� �J* �� �%�#G داد" !� *���
E (�%�#G! A  �%�#G! را �<�ن !� ده�؛ �IA �� 3 *�ن �,�طZوا �ً��) A �%�#G! 4 از�Y% ان��% ��  C �%�#G! ا *�نWG! ��  A از 

��ان %4�Y ازA ا*�ر" دارد، xQا !G!C �%�#G#�%� د�?� ا%�Yء % �� Cد�

�و�� �� �Aد !� 5� � B�!  .  
L ( �%�#G!A&ل ا��#� �� ��
 .  �� در��دار���5 (�ف ا*�ر" دارد و �	
�� را �<�ن !� ده� �� در �Aد، �	
٧ (�%�#G! A4 از�Y% ان��% ��  C 
	� �  . ��ا و !WGا !� �5ددC& از ���� ا%�Yء  �� ا�$ �A;� ��ر �
�و�� دارد �� �� %��ان �
  

�G

�!�" ا�� و �� �#�دx5ار4 ه�4 ��ا���5 �
���� ا��+���ا��، ا!� �/�رت ا(� !��Bع درا�$ ��Jت در �G! ���e#�%� ه� !: ��� .  
  

�درا%�اد4 R�� &��'� �� �)ا��  
  

�,
    = ٠y /a١a ٢ ٣a...  , ١b ٢b ٣b... %�د ����4 را �� (�رت   .!� 5
��_در��e) ٠ ,١(   را در ��ز" x 4=  ٠ /a١a ٢ ٣a  ... %�د @,
 �B�(� �� ،&���x� ان�� �!y – x   �R�� &��'� �� ٣...   ، %�دb ٢b ١b ,  ... 0 0 0/اه� ��د٠�A  .  

 _

l !� ��ا���� $
 t = ٠ /a١a ٢ ٣a...  , ١b ٢b ٣b...  , ٣c٢c١c...  , ٣d٢d١d, ...   و z = ٠ /٣a٢a١a...  , ٣b٢b١b...  , ٣c٢c١c ...�� ه#

��_ �� از �� �'��& �	+	� و   s = ٠ /a١a ٢ ٣a...  , ١b ٢b ٣b...  , c١c c٢ ٣... , ... , ...  , ١k ٢k ٣k..., ... و در�'��&  ?� �eرا در�  


� *�" ا�&J>� از �� �'��& %�د �	+	ه� �.  
� ا�&��x& �� ه_ �Wد�� ا�� و ��(	� *�ن از %�د @,
,�   ا%�اد4 ه+��� �� �� �'sو ...    و t  و z  و yا%�اد R�� &��'� ��   .  

&��5 �eان در��� �! ��
 ! �,
� ��*�، در���ره�%�د @,R�� &��'� �� �,

$ ا%�اد4 را �� ��(	� *�ن از �� %�د @,�R.  
  

UZ���! P��� �  ��ر�� �
  

�� vAه��! d�� � $
3 �� �� ا!��اد ! Zوا �I,� &��'� �� دا��س�*  . �I,� 4 �� *#�ر د�?�4 �� از2ن�'IA�� ،$
 ! �IAاز �I,ه��  
  .!� x5ر��، وا3Z ا�&

 vAL_��
5 �! �eرا در�   . vA �� �� ردx5 �! vA �� �Z3 �� 2ن، @�اZا4 وا �I,از�L&+
� 3Zوا   .  

_ �� در ��ام �,�I از �3 �
+&؟ � :�رت د�?�، ��2 !� ��ان x5  �� ،�Lر��" �� 2ن �,L ، LI@�ل ا�$ ���P ��رادو�+
�Jل را !�Iح !� �Zوا  

 vALاز �I,� ؟ �� در ��ام�*�:� p:I�
+&؟L ، L  را �IA در��e �5�& �� در �� �,�I از 2ن، �� �Aدش !� p:I�    �� �Aد !

$ �,�I ا4 را�R » �Z�:Iا��
z �!�@L « _
�L �� p:Iا�$ �,�I، در (�رت و��د، . !� ��!! �
z �IA را �/�رت  L ن !� ده��>� .  

�� ;��p !�)�وت و �� �
P ��ض ه�P��� �� $��:�! 4 ��ق ���u داد" !� *�دR ��:  
  



 C٠

١ (L �� 3Zوا �
z �IA رت�) ��  L ا�& و $J#!�
z L �� p:I��L p:I  �� (�رت !! �
z vA �!�@ �� 4ا �I,� 
� ،���� �! �� !  
  .���Aد 2ن ��*�، و��د ��ارد

  
٢ (Lا���ً� �/�رت  I�!�
z  �� p:L 3 !� *�دZن :  وا�
�L�� p:I�
$ !)�وض !� 5
�دL ، L  �/�رت !>
  .  را ��Iر �

�L�� p:Iه��,�I از!�
z 4��J� vA �!�@  L 4��J� �5�* 3Zا�& �� ه#�ن وا  L ا�& و  L���� را �)� !� �
>
�  . 
 
�� � (   �,�ط رو4 2ن !)'�م دار !� *��� و �� (�رت @�!� ا�L�Z�:Iو�Zع » �
 از« L�� p:I�!  L (  ��ز��ا @�ا�Z دو �,�I ���� : در!� �2


$ �5دد، ا!� و�Zع  ! �IA �� �*�� وض�(!L&ط ا��,� �Zم �� ا�$ @�ا�,!   .  

�ا��Z�:I ��دن �� �,�I از �� �I,� ،vA د�?�4 از2ن vA راz �!�@ - 4��J� ع�Zو �
Q�� L -ر��x! vA 4ار �#� ده�، ��ا�Z رx5 ��! .  

،l

�ا��Z�:I *�ن �2'� را ! �� ، �,�ط وا3Z ��2ن و @L و�Zع �� ا�$ ���z �!���  .دار !� �
  
٣ (L�*�� $
 !�� ��
 Bدر و   :�� p:I�! vA �!�@ � IZ ر�I� 4ا �I,� m

$ @���Q، ه�R درL�* ا4 @�!� .   ��8اه� �I,ه�� 
�  

�� p:I�!�
z vAL&ا�  .  
  
C ( 3 �� ا!��ادZا4 وا �I,�L ،&��'� در��  Lن !� ده�  را�>� �Z�:Iا��
zر�I�              .∞ �                                   ∞ �        L 

____________ _ _ _ _ _ ____________                                                                                                                  
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_G�� �/� :���� ����� ه� ��� !  An  Introduction  to  a  New  Geometry 

 
���
	Zا(� ��از4 ��ا �
$ ��را ارا�c ر  non-Euclidean درا�$ �/�، �Qد �� ��ا4 او�� _
  �Aاه

�Bدر�'�ن ر��) March  1999(   ح�I!د�* �! .   
  

���
	Zو ��ا ���
	Zه�4 ا ����  !4�/�8 ازه
���
	Zا ����
� واvA ، . vA �� 3Z را�& ��!���ه� ��ض !� *�دEuclidean  geometry  درهz �I,ا(� ��از4، از��� ��� ���� ، Lدرا�$ ه

vA �� v,� و ����� �#� 3IZ را vA رد �� 2نx5 �!  . �� 4از�! vAه�L �� &��5 �eدر� �IA ان��  را در �,�I اL 4  را !� ��ان �� %

$ �,�I ا�I,� ،4 4 �� �'��& دور ��!
�" !� *�د�R �� ��� �! 3IZ &��'� �� 3 درZوا .  

 �I,� ،دور را &��'� ��  �I,� �#4 وهideal  point��!�� �! W
�   .���� �,�I �� �'��& دور دارددره� v,� را��� vAه� ،���
	Zا �.  
  

�J+(R�:Q ~I+! ����
���-هQ��  Lobachevsky-Bolyai  )4�Q�Qxه ������ن �
�ن !� *�د �� در2ن ) Hyperbolic  geometry  هR W
�  
  .vA را�& ��!���ه� ا�&


��� !� *�د،   axiom ا(� !��Bع	Zا(� ��از4 ا $
>��� �� ����
$ ا�&ا�$ ه�R  : ردx5 �! vA �
<�� از �� ،�IA�� 3Zوا �
z �I,���
���� �#� 3IZ را vA 2ن ��.  

 �J* و��د دار�� �� ��١در vA ا��س ا�$ ا(� ه#�ار" دو �� ،P vA �� ر�� وx5 �!  L���* �! 4از�!   . ،vAد �� ا�$ دو�* �! &��`  

� !� ده��زاو�� ه�4 @�د" !�+�   ��ود !� ��P��  L،��2 %#�د4 �� ازJ>� 4و.   

                                                                                                                                                   P 
                                                                                                                                                                                                     

                                                                                                                                               |         
|                                                                                                                                                      

                                                                                                                            x              |                              y 
|                                                                                                                                                      

                              |                                                                                                                        
                                                                                                                                                   H                   L 

                                                                                                                                               
                                                                                  )                                                              �J*١                (  

  
 vA دو ،�J* $درا�Px و  Py ��  Lرا دو !�از4 �� .   !�از4 ا�� vA ا�$ دوL 4�@ 4دو !�از �� Limiting  Parallel ��زاو�� ه�4 .   !� ��!

HPx و  HPyد" و !�+�و4 ا���@   .  
��3 !� ���L !�از4 وا3Z *�د، x?�êرد و در دا�A زاو�� �
$ ا�$ دوPvA ��، ه��IA �� ��درا�$ هIZ د�?�4 ��.   را vAه� �� P رد وx?� 

 ،�*�� 3Zرج ازا�$ زاو�� وا�AL �� ���
	Zازد���5" ا W
3 �#� ���؛ �� ا�$ �IAط �IZ را L �ً!�#% 4�Q�Qxه ����    !�از4 ا��، ا!� دره

$ �IA;� را ��!��R 3;�,non-intersecting �� &:+� 3;�Z�� ��  L��!�� �!  .  

ا4 ا�$ زاو�� را زاو�� ��از4 ��. ارد  ;�ل ا�$ %#�د �+�?� دh  !� ��زد، �� P��  Lا��از" زاو�� ا4 �� ه��� از دو !�از4 �� %#�د وارد از
 �	)��h��!�� �!  .  

�Wر��5 *�د، زاو�� ��از��JR�� 4 !� *�د و ه��5" ا�$ ��(	� ����JR *�د،   hه��5" ��(	� .   `��& ا�&hزاو�� ��از4 ��ا4 ه� ��(	� 
  .زاو�� ��ازW� 4ر��5 !� *�د

ه� ��(	� ا4 ، زاو�� ��از4 !����n �� 2ن دارد و ��ا4 ه� زاو�� @�د" ا4 ، ��(	� ا4 !����n �� 2ن و��د دارد �� 2ن زاو�� ، زاو�� ��از4 2ن 
  .��(	� ا�&

Q ��������ا�$، دره��J+(R�:-&را� vA ،���
Q��   �G
  دو �,�I 4 �� �'��& دور �� وه#� دارد �� ه#� IA'��� �� در دو ا!��اد �� 2ن و در��
  .�� ���J?� !�از4 ��*��، �� ��J از 2ن �,�ط !� x5ر��

  

4�Y( دره���� ر�#���� ������ه� �
+&)  Elliptic  geometry ه�!�� vA ، .ر�#�ن Rieman  � $
Qن !��ا4 او�
)�ه
_ �� !�ز4  و �ر، !
��ه� ��دن ��!���* �c�Z W��#.  

��ه� ا�&،ه_ �� �� ا��'� ��دن vA را�& ! �,� ��*
_، WQو!ً� �#� ��ان ��
�5 �G�vA �� &و�A 4;��<�ن ��A& �� ه� �Zر�!��  . ،l
  �� ا�$ ���
��ه� ��دن vA، ا(� !�Z 4��#�aار!� 5�!�� ���
	Zض ا��4 �� �� ����
$ ا�&درا�$ ه�R �� د�
:  

    .ه�vA را��� �� !�ز ا�&. ا(� !��Bع 
  


�س	Zا(� ��از4 ا $�W?��� 4�Y
� ����  :ا�&!� *�د، ازا�$ �Zار )م .  ق٢٨٣ �� ٣٠L(  Euclid ا(� !��B%� �� دره



 C٢

���� �! 3;�,� �>
  .دو vA را�& ه#
2�� �IA د�5 `��& !� *�د �� %#�ده��� �� ازه#� �,�ط�� �� ������ �� ا�$ �,�I، درا�$ ه�� �! 3;�,� �I,� �  ن وارد !� *���، در�

lIZ pole  د 2ن�* �! "�
!�� vA.  �J*٢در �I,� در دو ،B و  Cاز L �� 4 %#�د�'IA ،Lدر vA ر�_ *�" ا�� �� ا�$ دو  A lIZ �� �� 
 vAازL  ،&ا� ���� �! 3;�,�.   

                                                                                                                                       
  

�� ا��، ا!� ���� ���� دا*&����ن ر�_ *�" ا�� �� ���5 !R ط�IA ،�J* $درا�                                                       A     

4�Y �� ا��از" �IAط ه���� ا� ����
��� وه�IA ��4�Q�Qxط ه	Z، &را�   

��4 �
$ �IAط از;��p ر�_ �2'� �/�رت» را��I« درا���G، �<�ن دادن. ه+�  
��، �����2 و !���l �� ا�&��!.                                                                                                                                    L                       

             B        C                                                                                                                                                                           
                                                                                                                                                                              

                                                                                                                                                                                                
                                                                                                                                       

                                                                                                                                                          A'                        
                                                                                                                                              

                                                                                                                                                       ) �J*٢(  
                                                                                                                                                            
���p:I ��ه_ ��*! ��� �,�I از�IA را �� lIZ 2ن و(� ���، ��2ن vA %#�د ا�&.ه��IA دو lIZ دارد، �� ا�$ دو !� ��ا�� �� �IAه� .  

)�� ،�'IA �#ا�& و ��ا4 ه �J� "ه#�ار ، vAاز lIZ 4%#�د �	(��ار `��& ا�&�,! �� vAاز lIZ �	 . �� %#�د4 را �	(��ا�$ q    
_
  . �<�ن !� ده

�� A، در�,�I ا4 !���� )٣*�J (   دوvA د�8Qا" ��*��t و  sا�5�� �! 3IZ و دره�ا!��اد از. ه#��?� را vAرو4 ه�A 4و�+! �IA "ر�� ، q  
_
���  : ��ا !� � �AB و AC و AD و AE ل�; �� q��   )r  و D  3;�,� �I,� t  ؛  r  و C )I,�  3;�,� �s . ه+�

 ،&Q�@ $درا�B و C و D و E3 ا��Zوا �IA 4رو   ) vAr (  ��A&2ن ا� lIZ  .A' دوم lIZ  r ا�& و  t و  s در  A'���  .  ه_ �,�;3 !� �
  
  

                                                                                                             t                A                    s 
                                                                                                                                                                                               

                                                                                                                                                                                                                                          
                                                                       r                                                                                                                                    

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                               E                      B                          
                                                                                          E                                                                                                                         

                                                                                                                                                                                                                 
                                                                                                                                        

                                                                                                                        
                                                                                                                     

                                                                                                                             A' 
                                                                                          

                                                                                                                         ) �J*٣(    
                                                                          

����ا�$،����� �! �Za� �I,� د !<��[ دار�� و در دو�#% �� �>
�A 4د ��ز!� �5دد و �+�� و !���ه� ه�vA �� رو . دوvA درا�$ ه���� ه#
  .  ا�&qCا�& و �� ;�ل 

4�Y
� ����  . vA را�& �,�I �� �'��& دور ��ارد،�� ا�$ ���
l، دره
  

�A�!  

$ ا�&�R ،&ار داد" ا��Z ع�B�! �)س 2ن را ا�
	Zا �� �!�J@ازا �J� : »&را� vAا!��اد دادن ه�ê&را� �IA �� ه�����ه�(  !��!��.(«  

�R �)ا!��اد !� ��ان ادا!� دادازا�$ ا �
�س ��ا��س ا�$ ا(�، vA را ��!���ه� . 
$ ��!� vA �� ��2 را�& را �
���� در�	Zو" ��2ن، اa%
����ه� ا�&؛x5*�� ازا�$ �� ا�$ ا(� اWQا!ً� . ( ��ض !� ��!�� vA �� &+
  .)ر�#�ن 2ن را !�Iح ����J� &A ا4 �� !:
$ 2ن �


�س درا`:�ت ��	Zداز��4 د�?�، ا�A ار" اولW5 ��  ��ر" �IA داد" *�" ا�&، !^	� !�+�و4 ا�aB%� و��د دارد �� ( �A ازW5ار" ه� !��
� B	3 2ن ا�&� vA "ا�$ ��ر (.���� از ا(� �
���?� ا��)�د" !� �#B ر�I� ،vA �
$ در ر�_ %#�د �� ��  .و ه7#

�,�ط �vA �Za وvA  و vA ودا��"  و دا��" ودا��" ، ��ون ه
m ا`:��� » دو��« درا�$ ا`:��'� و !�ارد د�?�، IA'� و دا��" ه� ر�_ !� *��� و 
  .��ض !� *���


$ �,�;� را �� ���� ا`:�ت ��د �� �� (�رت ا(� !��Bع �5�&�R زم ا�& �� �� ه#� . رو*$ ا�& �� و��د� �%�B�! �)رت د�?�، ا�: �
�?���

�� را �+:& ده� �� �)�A و دا��" ه� �'IA continuity  د�* �! "�
!�� . ��

$ ��رv��� 4 ا(� !��Bع دد��RDedekind    

  :ا�&!�Jن ���x !� *�د، �� ازا�$ �Zارا
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 »¡R در;�ف $
��ن �� ه��,�I 4 رد" 8� 4+�R ،���* _
  ه��,�I 4 رد" 4 دو!
$ @êه��5" ه#� �I,� 4 ه�vA 4 را��� �� دو رد" �,+
�� v,� و ،�  د �� ا�$ �,+
_ �,�ط �� دو رد" را ����د !� 2ورد و ���$ ��� vA را�& را �� دو �Wء  �,�I و��د دار،وا3Z *�د، �2?�" �

��� �! _
+,�. «  
�� او از �
���?�، ا���Iر ا���:�ط !� *�د �� ه�vA را�& !���ه� #B 4 "و ا��)�د vA ه� ��دن��
�س در��ر" 4 ��!�	Zض ا��ا�$ !,�!�، از ��

� ;��را !� ��ان� �� v,� ا�& از ه�;�ف ����
  .p ا!��اد داد و ا!��اد ����$ 2ن ا!�4 �
 _

P ��و�_ و *�ه� �
���?� و �� ا��'��� 2ن ��*
_، ��ز �#� ��ا�� �IA 4ر ه_ �� رو�Z ��2 �� ه� �! P
  درا���G، ا�$ !+>	� �


���� ا�&� vA �� &��5 �G
   .از �:�د ���
���?� در2ن !I#>$ *��_ و WQو!ً� �#� ��ان ��
R �� �!ه_ ا�&ا�� �� �'�
$ ا����J@ ،�Q_ �� در��� ���
���?� �� ���4 �� از (�& 2ن ���ان ا;aع @�(� ��د، ��.  

 ���
)�/A ن��R ق ��!� ��2، از��ل ��'� ز!��� Z ���Z:�ل ا�& �� vA در ����Aر !�)�و�� �� از ا���� ،vA �
$ @J#� در��ر" 4 ��R
�Z در��ر" 2ن �#J@ $
�R �� ردار *�د�A���*�� ل�/@ ��.  

��ه� در��ا4 در����$ ا�$ ����Aر، �/��!�� vA ��R �� _
�ا!��اده�4 !�)�وت وا�I� ،���* 3Zر4 �� دو �� دو �,�I 4 !<���� ��ا*�� ر !� �
 ،���� vA را �� %��ان ��*R $�2?�" !� ��ان ا�^ vA �  .�& درا!��اده�4 !�)�وت ا\ vA ^ازا�$» IZ �«  �	,� ��د �� �
���?� ه�\ �

�� ا�& �� در2ن ;�����Z p ا!��اد ��*� و%aو" ��ا�$، ه
m دو IZ � ا4 از2ن، 
  � :�رت د�?�، ��x! vAر �� %��ان �� ��، ���Z ا!��اد ! 
  .�,�I !<��[ ��ار��


$ ���B در��ر" vA 4 و �,�ط وا3Z ��2ن،�R �� ،l

���?�« �� ا�$ ������ �%�� «�� ���ان �% �� �e� رد�! vA "ددر��ر�* �! �����x� .  
�� و ه
m ��ام �,��J� �� ����>! �I?� ��ار��، ا�$ *�J از ���
���?� را !� ��ان �+
� 3Zا!��اد وا ���ه� �� در��! vA ��R در!�رد $
�ه7#


�س در��ر" vA، ا(� !��Bع ز�� را �Zار !� ده
_. ��Jر ��د	Zض ا��ا�$ *�ح، �� ��4  ��:  
��ه� �� ��!���ه�( ��� !WGاه��J>�! vA از IZ . ا(� !��Bع �! ( ]��>! �I,� $
�ا�&، �� ���4 �� ه
m دو IZ � ا4 ا!��اد �J+�ن و ه7#

  .)� �اد IZ �ت !� ��ا�� !���ه� �� ��!���ه� ��*�. ( ��ار��
   

Zط در2ن وا�IA �� 4ا ��() �� ،� IZه� ��دن ه�����ه� �� ��!��! $
�. 3 !� *���، �+�?� دارد���� ���� دا*& �� � �اد IZ �ت ه�vA و ه7#
4 ��!���ه� و در()�� د�?�، ه��J>�! vA از �� IZ � 4 را�& !���ه� ا�&،  � IZر�'R از �J>�! vAه� ��() ���ان !^�ل، در�% ��

  .��Iر4 �� در !�رد �IAط وا3Z دره� دو ()��، ا(� !��Bع ��ق (�دق ا�&
 �J* ط�IA ،�)ن ��ا��س ا�$ ا��  : ده
_ را !�رد ���� �Zار!� Cا�

��
� !� دهJ>� را vA �� ،4�Q�Qxه ��*�� �� �4 ��!���ه� ه�� � IZ �� ،dQدر ا.  
  .�� IZ � 4 را�& !���ه�، �� IZ � از �� vA ا�& در ب،

��
� !� دهJ>� را vA �4 !���ه� �� ه� �� �#��� از �� دا��" �� * �ع !+�و4 و�Q !�ا�W !�)�وت ا�&، � � IZ �� ،در ج  .  
                                

                    )                               dQا(                                          

  
  )ج                                          ( )ب            (                                   

                                                                  ) �J*C(  
  

���� ����  ا(� !��Bع ��*��#�4 ه
  

ا(� !��Bع ذ��*�" ��اvA 4، ا���ن !� ��ا�
_ ا(� !��Bع ��از4 ز�� را در!�رد � �Y از�IA;� �� درا(� ��ق ا��xQ ��ا��س 
_
��، !�Iح �#���� IZ � را �+:& �� �� vA« ز4 ��دن !�,�;3 �� !�ا،ا!� �
P از2ن. (�ق !� �� «_
�� �! d�� �:  

4 �+:& �� �� vA، !�,�;3 ا�& اIZ�5 � ا) ١vA از2ن � IZ �� �� �Zدا*�� ��*�،@�ا ]��>! �I,� ��  .  
٢ (� IZ m
  .�ا*�� ��*�� �,�I !<��[  ا4 از2ن IZ،vA � ا4 �+:& �� �� vA، !�از4 ا�& ا�5 �� ه



 CC

  
�ا(� !��Bع �*���# .I,از� ،vA �� �� 3Zوا�
z �nت� IZ د��� از   )� IZ &��'� �� �!�* ه�د��� ( ���� �#� 3IZ را vA رد �� 2نx5 �!

��، !WGا !� *�د�� �! 3IZ را �e� رد�! vA ر�� وx5 �! �I,� ت �� ��2ن� IZ د��� ا4 از v��� �?و ه�د��� از د��� د� ).n د�% ��  

 � ا�&:;(.  

  
  
n  Z 3 *�ن �2'� �+:& �� ه_ �+�?� دارددرا�$ ا(�، �� � �ادZوا �?��?Rو vA ت� I .�?#ت ��ه� IZ از �� �;�IAاز ،�ن ��اW� �)�,! 4د�


:� از IZ �ت !�8	)� �� در*�J>�! �J *�" ا��،��� ����! C  �� _
�
_ و ا���اء !�ارد4 را ��ر�� !� ��� �! �*�� _>R ،ن داد" *�" ا���>�
Qxه &*�� ،vA �  .�4�Q دار��IZ �ت ��!���ه� �

  

_ در ()�� ا4، ه�vA از���ه� IZ � 4 ه٣4�Q�Qx��ض !� ��!�� �*�� "�* �
J>�  . vAL � IZ �� از �J>�!  a ،  b،c  4 �I,� و  P   

�� 3Zوا �
z_��
5 �! �e2ن را در� ). �J*E (   
                                                                                                                    

  

  
                 t           x       DK G  H  F              y               s 

                                                  a 
                                       

                                     )         �J*E(  
  
  

،�#��� و �� دaَ  وا3Z ا��، x5 �!  yPxر�� و در دا�A زاو�� IZ P ��� �� از��ا��س ا(� ��*��� �! 3IZ وران %#�د   راPH ل�@  P    
 � IZ ���! �� 4 @�!� ا�$ %#�د � IZ ،&%�� 4ه� ���,% dQ�8! aً^!a vAاز L� 
3 !� ��� و �|IZ 4 !�از4 ��   را � IZ $
Qاو �a  

 �� �� _
  .  !<�8 *�" ا�&Px!� ر�
 �� 3;�,�! 4 � IZ $��A2 �� &*دا ���� ����a �� _
�  IZ $��A2 � !�,�;3 را !<�8 !� ��� و ;�ل PK  و��د ��ارد، ز��ا ا�5 ��ض �


_، a "�?�2  را روKG 4د�8Qا" �3 !� ��� و G  را در�,PG � IZ ، a 4 �I  ��ا �IZ  &ا� UZ��  .ا�$ �
 4 �
��" 4 د��� IZ �ت !�,�;3 ��@�����ا�$، IZ � 4 ��ا��yPx 4 �

$ IZ � از ��@
� 4 !�از4 ا�&xPt  از د��� !�از4 ��@Qاو ، .  


 از2ن �� ادا!� 4 دوران �� !��� �L 4 زاو�� �A3 در داZت وا� IZ �!�* �� _��* �! 3;�,�! �
  .�&  ا3IZ  tPr �#� *�د و �|
 وارد ��@
  را ه_ *�!� !� *�د، از ��@
� 4 !�,�;3 وا3Z در داPt �A و IZ �� ، Px �ت ��xPt ا����Z ���>! �Q:�، !� ��ان �<�ن داد �� ��@
� !�از4 

  . ، !WGا !� *�دyPx  از ��@
� tPr $��A2 v���   »3;�Z�� � IZ « � IZ �� &:+�a 4زاو�� 
 �
@�� �� &:+� 3;�Z�� 4 � IZ $��A2yPx�   � IZ �� Pt 3;�,�! 4 �

$ tPr ، �� *�وع از ��@Qو دوران در�'& %,��� ه�4 ��%&، او    

 � IZ �� &:+� 44 !�از � IZbاه� ��د�A   .،�?زاو�� � :�رت د� �A3 در داZ4 !�,�;3 وا �

$ IZ � 4 !�,�;3 از ��@Qاو tPr  و��د ��ارد و 
�A2 �Qا l
��� $
  .�� ه#

� IZ � �� ه�IZ � از�IP vA دره� ��@
� !�,�;3، از�,�  L4 %#�د .   %#�د !� *�د � IZ ،3;�,�! 4 �
  !� ��ان �<�ن داد �� دره� ��@
��Lد�

#+�ز زاو�� ا4 ا�& �� د��� IZ �ت !�,�;3 وا3Z در2ن ��@
� را در��!� 5� ،  . 

 3;�,�! 4 �
  : ا��  !+�وxPH4  و yPH  �<�ن !� ده
_ �� دو زاو�� ��yPx 4ا4 !^�ل، در��@

+&، در��
�G ��ا4 !^�ل زاو�� 4 � $
�R _
� IZ  yPH � ا4 در درون زاو�� P 4از�,�A   . �Iاه� ��دW�  xPHر��5 از زاو�� yPH 4��ض �


_ �� ���4 �� زاو�� �
$ 2ن و%#�د �3 !� ���F را در�,�I ا4 !���� Lا�$ xPH�*��   . ،� IZ ، !+�و4 زاو�� PH 4ر�_ !� �IZ   .  

_HF  را !+�و�I,� �?H � IZ �� ، a ، HD  4 4 در;�ف د��  .  ��ا !� �
  .  ا�&xPH  و �����ا�$ !+�و4 زاو�� FPH 4  !+�و4 زاو�� DPH  ��ا����، در��
�G زاو�� PHD  و PHFدو !^	� 

 4 � IZ 
�Px 4 � IZ ، aاز  L��� �! 3IZ ا�&.   را UZ��� �  .  !+�و4 ا��xPH  و ��yPH ا�$ ���
l، زاو�� ه�4 . ا!� ا�$ �

+& و !#J$ ا�& ا�$ دو زاو�� ��!+�و4 ��*��J#!  tPr$ ا�& �� زاو�� ����sPz ���� دا*& �� زاو�� 4 � $
�R �ً!وWQ �!و4 ��*�، ا�+!   .


$ زوا��4 ���yPs  و xPtه7#�+
  .   WQو!ً� !+�و4 �
  
  
  
  
  
  



 CE

  
  
  
  
  
  

 �J*L���ه� ه4�Q�Qx از ��!�� � IZ �� 4 د�?�4 از�'�Q�@ ،ده� �! P��#� را vA  :  
                                                                                           

  
  
  
  
  
  

  
                                      )                                             �J*L(  

  

�G !� *�د �� ه��IA �� *�!� �� ���� �� ا(��� ،��*�� 4�Q�Qxه vA � IZ � 4 ه�B�! n  4�Q�Qxع ��*��#� و در (�ر�� �� IZ �ت �
��ه� ا�&، �!��n4 �� �'��& دور دارد٢ �I,� .  

                                  
                                                                                 ****       

  

� *�" ا�&J>� $
��ه� و �� � �اد ! �! ��� IZ از vAدر2ن ه� �� _
�
& �Aص . ا���ن @���Q را ��ر�� !� � Bو �� ،&Q�@ $درا�  

  .IZ �ت ��*& �
4�Y دا*�� ��*��) ٣         .4�Q�Qx دا*�� ��*��هIZ �ت ��*& ) ٢  .       ��*��IZ �ت را�&) ١ :    !#J$ ا�&
  


� *�" ا��، �� ���ر��اW� �)�,! 4د��، �IA;� را �� از IZ �تJ>� ه#?�ن�� _
'� �! ._
�
& اول و ��م ��� !� � Bدر��ر" و �G�  .درا�
 vA �
& اول، ��ا4 ا���J ا(� !��Bع ��*��#� (�دق ��*�، IZ �ت � B3 *��� و در !�رد وZص �+:& �� ه_ وا�A 4��� �� &+��� �!


�وا3Z ��2ن vA در��e �5�&از��4 د�?�، z 4 �I,� �  . ه��,�I ا4 را �#� ��ان �� %��ان �
 � IZ ���ان �% �� vA رد، �+:& �� 2نx5 �! �IA�� 3Zوا�
z �I,� �
$ �� ���� �� (�ق ا(� !��Bع ��*��#�، ه�IZ � ا4 �� از ��ه7#

 d�� � ���Z&+
  :��ا4 �<�ن دادن ا�$ ��Jت، �� ��ر�� �� @��A &Qص !� ��داز�_. �
vA �
_ IZ �ت ��
�I د�8Qا" ��*��،،��ض ��! � 	B ��R �
�I 2ن ا�& �� ه#� اP%aB (  ه��� �P8 ه��� ازاaBع ��! � 	B ��R

����5 � 	B ��R �;��! "؛ �� ا�$ دا��" را دا����4 �� .) ���� دا��" !#�س ��*��� ����*�� W
   )٧*�J .( ا�$ IZ �ت *�!� �,�I 4 !#�س �

� !� ده��CD  و IZ ،AB ، GH ، EF �ت ا�$ *�JدرJ>� را vA �
�I وا3Z ا��، ��! � 	B ر�'R �� �� ��  .  
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                                                                                      E     D                     
  

                                                                             )          �J*٧(  
  

  
،�B�� $
�R د ��د���#% vA از2ن � IZه��� � IZ �  :  ��ا4 ه�vA ازا�$ ��ع، �,�I ا4 ه+& �� از2ن !� ��ان �

� دا��" !��;� ا�&� W��! ،�I,� $ا� ._
!�� �! vA 2ن lIZ ا4 را �I,� $
�R ،ص�A &Q�@ $درا�.  
�,�_
�� �! d�� � ،را در��دارد �e� رد�! vA �� 4ا �I
�! � 	B ��R 3 در درونZان �,�ط وا��3 ���� vA را �� %Zوا�
z ط . �� ��� IZ

 v,� و �
�I ��ا�� �#� رو�� و ��! � 	B ��Rاز �� ���* �! d�� � ه����! ��� IZ ان��
$ x5 �! �;�IAر��، �� %�R�� 3Zوا�
z از�,�ط
R�� ا��'��<�ن �
�I در��دار��" 4 2ن vA وا3Z ا�&��! � 	B ��.  

 ����! ��� IZ �� ،<�د� ����5�eدر� � IZ d�� � 4ود4 ��ا�@ $
�R�5اxy و  zt �J*و در(�ر�� �� ٧  در ���+
 !�ا�� !� *��_ �� !�,�;3 �
 ،_��
?� �e�2'� را !�از4 در�U,� 4ت !�از4 و !�,�;3، در!�ارد� IZ $ د�����ار �5�Z ن�
 !� *�د وا�$ ا!� �� ا(� !��Bع �� در!


$ IZ ��� را. ��*��#� � �رض دارد�R ،� IZ 4ا�� ��x! d�� � ،$ا�����  .�� �� !�,�;3 ا�� و �� !�از4، از!
�ن ��!
�ارد �
Qرد ��د" و�A�� �� ���
�I در��دار��" 2ن �A�� vAرد �#� ��! � 	B ��R �� ر�� وx5 �! �IA�� 3Zوا�
z �I,� �  � از IZ ��� �� از�

� IZ ���ان �% �� vA ا���#� رو��، �+:& �� 2ن�� �I
�! � 	B ��R،���+
� ��x� d�� �  .  
 �#�
���، �Aرج از()�� vA 4 !�رد �� �� ،�e��d�� � 4 ��د �� ا(� !��Bع ��*�	Z4 ا�Y� �
$ !� ��ان �,�ط و IZ ��� را در��ه7#

  .در!�رد �2'� و ��x! vAر (�دق ��*�

$ از�IZ �e �ت- �� Z:�ل- <�ن !� ده� �� @��#
&ا�$ !^�ل � ! P2را� �� �;�IA v,� �� د�* �! l��! �#�ا�$  -  ���ا���- ا(� !��Bع ��*�

$�A�� "3 �� ا�$ ��2وردZا(� را ��2ورد" ��ز�� و دروا، ،����ان �� vA از()�� ا4 �� ا�$ ا(� !��Bع در2ن (�ق !� �% ��   
  .!�+�ب �5د��

�#���، *�!� �#� *�د و ه#� �2'� را �� %��ان ê درا(� !��Bع ، �#�!� �IA;� را ��ا(� !��Bع ��*��   ذ��*�" ��اvA 4 (�ق !� �
� vA !�رد ���xش �� *������ �Zار �#� ده�� .  

 �� &:+� &+��� �! ،vA �� �� 3Zوا�
z ت و �,�ط� IZ �� �5د�� �e@a! $
�
$ � ��d *���؛ دروا3Z ا�$ه7# ! �IA »&
ر��د و ، ��»�+:
  .*#�ل ا(� !��Bع ��*��#� را !#J$ !� ��زد

                                                                                      
                                                                                 ****      

  

_ا���ن ��د" ���$ @�J#! &Q$ را در!��
4�Y دار��، ��ر�� !� �� &*�� �� �;�IA رد :  

٨!���� دا��" �J* 4 ( �#�ن ه��� از �� دا��" W� 4رگ از �� ��" را(_��
5 �!�eدر� vA ���ان IZ �ت �% ��  . $
�R �� 3Zوا�
z ط�,�
���* �! d�� � ،ر %#�د����x! "ر�5 �� �� دا��W� 4رد دا��" ه��A�� ��! ان��% �� ،�IA.  


�وا3Z ��2ن و��د دارد�����ا�z 4 �I,� دو �IAا4 ه��� ،$ ._
!�� �! vA 4 2ن�':IZ ا�$ �,�ط را.  
_��* �c�Z �(�� � ،ر��x5 �! �IA�� 3Zوا�
z از�,�ط �� ��� IZ 4ا�� ،�#�  . @�ل !� ���+& �� ���� �� ا(� !��Bع ��*�

�" 2ن vA %#�د��، وا3Z *�" و ;�Q<�ن از!�
v ا�$ دا��" ه� دا��" ه�W� 4ر�5 �� �� دا��" در��دار�رو*$ ا�& �� ا�$ IZ �ت �� رو4 
� �,3IZ �I �#���، �� �� ا�$ ���
IZ ،l ��� �� . �#��ا�&� v,� و �از��4 د�?�، ه�IZ � !� ���+& دا��" 4 در��دار��" ��x! vAر را در �

�� IZ �ت ( �� !�,�;3 ا�� و �� !�از4��!xy  و zt �J*ع ��)  ٨  در�B�! ا*�� !� *���و �� ا(�x5ر���#� � �رض دار��، ��*.  
�� و �
�ا !� �� �A3 ��د" ا��، ��اIZ را � IZ از2ن دو � IZ �� �� ��� IZ �� 3 ��د" وIZ را vA4 !�,��� از � IZ دو �� ��� IZ $
�  ه7#

��ر �'�د" !� *��� !WGا *��5 د��� IZ �ت را درا(�� ،���� �! U,� �#�  . !��Bع ��*�

�وا3Z ��2ن x5 �! vAر�� و دا��" 4 در��دار��" 4 2ن vA را ��Iر%#�د4 �����ا�$، �+:z از�,�ط �� ��� IZ ،وض�(! �IA �� &  

���* �! d�� � � IZ ���ان �% �� ،���� �! 3IZ �I,� �� v,� و �  . در�
�� و در��
�G ��2ن vA %#�د !� *��� �� ���� �! 3IZ ر را��x! vAاز � IZ �   ه
IZ m � ا4 از��x! vAر �,�I !<��[ا�$ IZ �ت �� @�ا�^� �

  . ��ار�� و در��
�G �� 2ن !�از4 ا��
  

                                                                                            
                                                                                              t 

                                                                                       y P     x 
                                                                                              z 

                                                                                                              
                                        )                              �J*٨ : P&ا� "�� �� lIZ از ��  (  
  
  

  ا(� !��Bع ���� ��از4 
  


��ا���ن ��ا��س ا��" ه�4��� vA ���ه� و �
����  ������A ازIZ �ت ه4�Q�Qx و ��!���ه� ��!�� vA 4ض ( ��، ;�@� را ��ا��ه#�ن  �� �
vA س در!�رد�
	Zد�52" ا�A�� (�)4 �� ا��� �� ،_
�� �! �cارا ��  .!��Bع ��*��#� در!�رد 2ن (�ق �



 C٧

��ه� و �
������ض�!�� vA �� _
��  ،L�*�� ��*4 �� �'��& دور �� وه#� دا �I,�  .�)ا p:;�� ،$ا������  ،�#�ازه��,�B�! �Iع ��*�

�وا3Z ��2نz، ط�IA د��� ��  ) vA &��'� �� �!�* ه�د��� ( �;�IA د��� v��� �?رد �� ه�د��� از د��� د�x5 �! vA $ازات ا��! ��


���� *�ن �IAط، د��� IZ �ت درا(�. !�,�;3 �� 2ن !WGا !� *�د� �� ،l
  .!��Bع ��*��#� �� د��� �IAط ��ل !� *��� �� ا�$ ���
 �J*٩ �J� ، ����
��ه� و ��!�� vA 4 "در��ر &Q�@ $از;�ح ه�4 ا���ا�� ��ا4 ��ر�� ا�L &در��ا@� . ا�HPx و  HPy �� �IA $��A2  

3 !� ���، و��د ��ارد و x5 �!  Lرد و PازIZ را  Lر �� �'��& ا!��اد دارد�I�   .  

l، در��ا@� ��� $
  .   �� �� �'��& 5+��د" ا�& و ا!��اد !� ����vA ،L   ا�&L  �� در��دار��" �IA 4ط !�ازyPz �� 4  و ��xPt ه#


$ در��ا@� �
zPs vA W  و tPrه7#�  Lا!��اد دارد &��'� �� ��   . &��'� �� _ca%∞��   . در*���A �� �J ا�$ و3B را �<�ن !� ده
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                       � ∞             ∞ �  � ∞       ∞�    �∞       H      ∞ �   �∞       ∞ �   �∞             ∞�                             

                                                                                                                                                               L                                                                                                                                                               
                                  )                                                     �J*٩(  

  

�%�د4 ا�&z ��
 Bو $
�R ،�*�� ���در�� &+��� �! "��
$ @�vA ،�*�� $J#! ��Q . ه#���Iر �� �Aا��R �� $ا4 ا���L &*�� از ����    

  .و�o" ا�A�� 4ردار ��*�
 �J*8<� از١٠در� �
    و yPxدره� �� از��ا@� !�,�;3 . !� ده
_  وا3Z ا�&، !�رد ��ر�� �ZارyPr  را �� در��@
� �I� ،L 4ر *#��

tPr vA دو l
��� ��  PH و  PK��  L ���* �! د�#%  .  
  ا�$ �� %#�د. �+�?� دارد.)   وا3Z ا�&zPs%#�د ��م در ��@
� (   �� ;�ل %#�ده� و زاو�� ه�4 �� %#�د �+:& �� ه_tPr  و yPxزاو�� ه�4 

 �I,در�Pa�   vA 4 "oو� &*�� l:� �� $ا� �� ،���+
�� و �� ���J?� !�از4 ��� �! �ZL&ا�  .  
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 C٨

                                               
                                  P'         

 )                                                                                            �J*١٠(  
  

vA �Za� �I,� L 4از�! vA و  Px� �� �I,� ،  دور &��'x vA ،�I,� $ا�& �� درا�  L�

����ا�$،  (  �'& داد"  ���x dI% �I,�  Lدر    
��ه� ا�&، ا!��اد !� ����xH ' tو �� (�رت  .) �� �'��& ا�&�!�� ��   ).H 'dI% �I,�    conjunction 4د�?�4 ��ا L&ا�  (.  

 �I,�P '  �� &:+�  Pدر �� �'��& ا�& و  P ' H '   P8� ��  xH ' t از  L&ط .   %#�د ا��IA $
�    P ' t  P8� ��  xH ' t  و  P ' xه7#
��  و L  از xH ' t  وا3Z ا��، ا!��اد ��!���ه�  x5 �!  xPtر�� و در ��@
� �IAP 4;� �� از.   !�از4 ا��Lاز �� �! 3IZ &��'� �� را در  

����ا�$ �� 2ن !�از4 ا��� . vAL 4 �I,� در  t,� �� &:+� �� ،  4 �IH ' داد" و وارد &'� �

    در �� �'��& دور وا3Z ا�&، !�Gداً ��
 4 �
@��tPrد�* �!   )t �?د� dI% �I,�  L&و �� (�رت .)    در �� �'��& ا�tKr���� �! ه� ا�&، ا!��اد���!�� ��  .  

 � 	Bر�'R �:*PxP ' t&ه� ا����!�� �IA 3 2ن	B ز4 ا�& �� ه��Q �:* ��   .  
3 !� ��� و �IA;� �� ازx  را در �,�I  وه#� vA ��Px ، L !�از4 �
<�� د���_ IZ  P �
  واx5 �!  xPt �� &:+� ،���* �! 3Zر�� و در ��@
3، �� �,�I 4 ا��وه#� .   وا3Z ا�&، ���Z;3 ا��yPx  �� در ��@
� 8�L<� از ;�Z�� vA 3 دو;�,� �I,��5اultra-ideal  point ،د�* "�
!��    

��L  از yHx  را در �,�;� ا��وه#� �+:& �� ���x! 3;�ZL P8ر، �IA "�?�2 vAط ���� �! 3IZ  .  
��A �Z/	& ا��وه#� ه+���، ز��ا ا�$ �IAط   وا3Z ا��،  xP ' tزاو�� x5 �!   4ر�� و در داP '�A ه#
$ �,�ط ا��وه#�، �+:& �� �IA;� �� از

��  وا3Z ا�&، درا�$ �,�xP ' t  را �� در ��@
�  8�L<� از �� �! 3IZ �,
  .ط ��Iر@,
��ه� و �
���� ا4، �!�� vA �5ل ا�@C ع�B�! �)ا p:;�� ،3 ��2نZوا�
z 4ا �I,� 4 "4 �� �'��& دور �� وه#� دا*�� ��*�، در��ر �I,� 
 �J* دو ;�ح ا���ا�� در ،�#� . !�e@a !� *�د��١١*�
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 �J* 2ن �<�ن داد" *�" ا�&١٢در &*�� �� ���� �� �IA $
�R 4ا�� $J#! &Q�@ �� ،:  
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 )                                                    �J* �!١٢ادا(  
  


�س در��ر" vA 4، �� 2ن را ��!���ه� و �
���� ��ض ��د" ��د، در ه���� !+I~ !�رد ��	Zض ا�� �� ،l
  � !�، �� ا�$ ���

$ ا�&
:� ���Z رت ز���) �� �#�  :ا(� !��Bع ��*�

  
�#�
. ا(� !��Bع ��*�z �I,از� �� vA �� �� 3Zوا�n4 �� �'��& دور٢ �I,�  ) �#وه ��ideal  point (  ، 

nط�IA د��� از   )vA &��'� �� �!�* ه�د��� (Z را vA ر�� �� 2نx5 �!،�?وه�د��� از د��� د� ���� �#� 3I  
 v���طد��� ا4 از�IA  )vA &��'� �� �� (�� �� �e� رد�! vA ر�� وx5 �! �I,� 2ن ،���� �! 3IZ را  

� %�د ;:
 � ا�&WG!. )nا !� *�د�  (.  
  

  .   ا�& ���� ��از4ا(� ��ق، �� ا(� !��Bع
  

��4 � �اد �,�ط �� �'��& دور*�ن !<�8 !� *���، و ��Iر�	� :!�� ���ه� و !�:��$ و��د دارد �� ه���!�� vA ا��س ا�$ ا(�، �� *#�ر��
��ه��!�� vAه�، n4 �� �'��& دور �� وه#� دارد٢ �I,� .§  
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